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Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der analytischen und numerischen Unter-
suchung von elektrostatischen quadrupolaren Pick-ups. Diese Pick-ups bezeichnen
in der Beschleunigerphysik Sensoren, die sensitiv in Bezug auf das zweite Moment
(σ2x−σ2y) eines elektrisch geladenen Teilchenstrahls sind und werden in der Strahl-
diagnostik unter anderem für die Bestimmung der transversalen Strahlemittanz mit
Hilfe der Messung von σ2x −σ2y verwendet.
Die zwei bekanntesten Signalverarbeitungsmethoden zur Bestimmung des quadru-
polaren Signals und somit des zweiten Moments des Strahls sind die difference
over sum- und die log ratio-Methode. Das quadrupolare Signal, erhalten aus diesen
beiden grundlegenden Methoden, hängt nicht nur von der zu messenden Größe
σ2x −σ2y , sondern auch von der Strahlposition ab. Um diese Komponenten mit hin-
reichender Genauigkeit separieren zu können, muss die Strahlablage so klein sein,
dass die Linearität des dipolaren Signals in Bezug auf die Strahlposition gewähr-
leistet ist.
Das wesentliche Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, ein Verfahren zur Be-
stimmung des quadrupolaren Signals zu entwickeln, mit dem auch für große Werte
der Strahlposition das zweite Moment des Strahls mit einer angemessenen Genau-
igkeit bestimmt werden kann. Die in dieser Arbeit entwickelte Methode wird an
verschiedenen Pick-up-Designs getestet und mit den oben erwähnten traditionel-
len Methoden verglichen.
Darüber hinaus werden verschiedene Pick-up-Modelle, die bis jetzt als Strahlpositi-
onsmonitore eingesetzt wurden, numerisch untersucht, um herauszufinden, ob sie
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1.1 Motivation und Einordnung der Arbeit
Quadrupolare Pick-ups sind in der Beschleunigerphysik Sensoren, die sensitiv in
Bezug auf das zweite Moment (σ2x−σ2y) eines elektrisch geladenen Teilchenstrahls
sind, wobei σx und σy die RMS-Halbbreiten des Strahls in den beiden transversa-
len Richtungen x und y bezeichnen. Diese Pick-ups bestehen im Allgemeinen aus
vier symmetrischen metallischen Elektroden, platziert in derselben transversalen
Ebene. In der Strahldiagnostik sind quadrupolare Sensoren von besonderer Bedeu-
tung, da sie durch die Messung des zweiten Moments des Strahls die Bestimmung
der transversalen Strahlemittanz ermöglichen. 1983 wurde von Roger Miller [1] ei-
ne Methode basierend auf der Multipolentwicklung eines Teilchenstrahls bzw. ein
quadrupolares Pick-up bestehend aus vier symmetrischen und äquidistanten Elek-
troden zur Bestimmung der transversalen Emittanz eines Elektronenstrahls ent-
wickelt und an der Forschungseinrichtung SLAC National Accelerator Laboratory
im US-Bundesstaat Kalifornien erfolgreich getestet. Ebenfalls in einer in 2007 ver-
öffentlichten Arbeit [2] wurden als Methoden zur Bestimmung des quadrupolaren
Signals und somit des zweiten Moments des Strahls unter anderem die zwei grund-
legenden Verfahren, nämlich die difference over sum- und die log ratio-Methode,
vorgestellt.
Das aus diesen beiden Methoden erhaltene quadrupolare Signal hängt nicht nur
von der zu messenden Größe σ2x −σ2y , sondern auch von der Strahlposition (x , y)
ab, wobei mit Strahlposition der Schwerpunkt des Strahls gemeint ist. Somit kann
mit den oben erwähnten traditionellen Methoden das zweite Moment des Strahls
erst bestimmt werden, wenn der quadratische Anteil der Strahlposition vom qua-
drupolaren Signal abgezogen wurde. Bei der Bestimmung der Strahlablage ist al-
lerdings zu beachten, dass die dipolaren Signale auch sensitiv zum sextupolaren
Moment des Strahls ist; dies führt dazu, dass für große Werte von x oder y die
dipolaren Signale nicht mehr linear zur Strahlposition sind. Demzufolge kann eine
angemessene Genauigkeit bei der Bestimmung von σ2x −σ2y nur erreicht werden,
wenn die Strahlposition klein ist, so dass die durch das sextupolare Moment ent-
standenen höheren Ordnungsterme gegenüber der zu messenden Größe vernach-
lässigbar sind [1, 2].
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Das wesentliche Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, ausgehend von Mi-
llers Idee [1] und der log ratio-Methode, beschrieben in [2], ein Verfahren zur Be-
stimmung des quadrupolaren Signals und somit des zweiten Moments des Strahls,
mit dem auch für große Werte von x oder y sowohl der quadratische Term der
Strahlposition als auch die höheren Ordnungsterme so stark wie möglich redu-
ziert werden, zu entwickeln. Diese entwickelte Signalverarbeitungsmethode wird
modifizierte log ratio genannt.
Darüber hinaus werden im zweiten Teil dieser Arbeit verschiedene Pick-up-
Modelle, unter anderem der im SIS-18 der GSI installierte asymmetrische Strahl-
positionsmonitor [4] und der Shoe-Box BPM [5], numerisch mit den elektroma-
gnetischen Feldsimulatoren CST EM Studio und CST Particle Studio [3] unter-
sucht. Diese beiden Pick-ups wurden bis jetzt zur Bestimmung der Strahlablage
verwendet und dafür konstruiert und würden in Zukunft als quadrupolare Pick-
ups zur Beobachtung der Strahlbreitenschwingungen eingesetzt werden. Zu diesem
Zweck sollen diese GSI-Strukturen mit den oben erwähnten elektromagnetischen
Feldsimulationsprogramme simuliert und dann, wenn möglich, so charakterisiert
werden, dass sie als quadrupolare Sensoren betrieben werden können. Mit ande-
ren Worten, wenn anhand der Simulationsergebnisse festgestellt wird, dass diese
Strahlpositionsmonitore sensitiv in Bezug auf das quadrupolare Signal sind, wer-
den dann deren Eigenschaften, unter anderem die Pick-up-Sensitivität, bestimmt
werden. Anschließend werden auch die Ergebnisse der Feldsimulatoren CST EM
Studio und CST Particle Studio miteinander verglichen werden. Weiterhin wird die
modifizierte log ratio-Methode an dem im SIS-18 der GSI angebauten asymmetri-
schen Pick-up getestet und deren Ergebnisse werden mit denen üblicher Signalver-
arbeitungsmethoden verglichen.
1.2 Anwendungen
Quadrupolare Pick-ups finden Anwendung in mehreren Bereichen der Beschleuni-
gerphysik, unter anderem bei der Messung der Strahlemittanz, der Energievertei-
lung in Kreisbeschleunigern sowie bei der Beobachtung der Strahlbreitenschwin-
gungen (Beam size oscillations) in Ringbeschleunigern, welche im Laufe dieses Ab-
schnittes mathematisch gezeigt werden.
Zunächst betrachten wir die Signalkomponenten des mit einem quadrupolaren
Pick-up gemessenen quadrupolaren Moments σ2x − σ2y , welches durch folgende
Gleichung [6] beschrieben wird.
6
κ= σ2x − σ2y + x2 − y2 (1.1)
= εxβx − εyβy + σ2pD2x − σ2pD2y + x2 − y2 (1.2)




x − σ2pD2y︸ ︷︷ ︸
D
, (1.3)
wobei εx und εy die Komponenten der Strahlemittanz in den beiden transversalen
Richtungen x und y bezeichnen. Die Bedeutung der anderen Parameter bzw. Sym-
bole in den obigen Gleichungen wird im Abschnitt 2.5 sowie im Symbolverzeichnis
erläutert.
Im Dispersionsfreien Fall, d.h. wenn der Term D in Gl. (1.3) gleich Null ist, und an-
genommen, dass der Anteil der Strahlposition (x2− y2) vom quadrupolaren Signal
erfolgreich abgezogen wurde, dann erhält man
σ2x − σ2y = εxβx − εyβy . (1.4)
Gleichung (1.4) zeigt, dass durch die Messung von σ2x − σ2y die durch εx und
εy beschriebene Strahlemittanz bestimmt werden kann. Dies wurde zum ers-
ten mal in 1983 von R. Miller [1] am SLAC National Accelerator Laboratory im
US-Bundesstaat Kalifornien experimentell durchgeführt, indem er mithilfe von
Stripline-Pick-ups im LINAC das quadrupolare Signal maß und daraus das qua-
drupolare Moment eines Elektronenstrahls bestimmte. Die Millers Methode lässt
sich grob wie folgt erklären: stellen wir zunächst die Betatronfunktion β an einer
beliebigen Stelle s im LINAC als Funktion der Twiss-Parameter (α0,β0,γ0) an einer
Referenzstelle s0 dar [6]:
β = C2 β0 − 2SCα0 + S2γ0 , (1.5)
wobei S und C die Komponenten der Transfermatrix von der Referenzstelle s0 zu
einer beliebigen Stelle s sind. Ersetzt man β in Gleichung (1.4) durch die Beziehung
(1.5), so erhält man
σ2x − σ2y = C2x (βx0 ·εx)− 2SxCx(αx0 ·εx) + S2x(γx0 ·εx)
− C2y(βy0 ·εy) + 2SyCy(αy0 ·εy)− S2y(γy0 ·εy) .
(1.6)
Man sieht anhand der Gleichung (1.6), dass mithilfe von sechs quadrupolaren
Pick-ups, plaziert an strategischen Stellen im LINAC, die sechs Terme (βx0 ·εx),
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(αx0 ·εx), (γx0 ·εx), (βy0 ·εy), (αy0 ·εy) und (γy0 ·εy) bestimmt werden können.
Aus diesen Werten können die transversalen Komponenten εx und εy der Strahl-
emittanz erhalten werden. Hierbei ist zu beachten, dass S und C in Gl. (1.6) die
Komponenten der Transfermatrix von der Referenzstelle s0 zu den Pick-up-Stellen
bezeichnen.
Weitere Details zur Messung der Emittanz mithilfe eines quadrupolaren Pick-up
können in [1, 6, 8, 9] nachgelesen werden.
Wenn in einem Kreisbeschleuniger wie zum Beispiel dem SIS (SchwerIonenSyn-
chrotron) bei der GSI die Strahlposition und die Strahlenveloppe aufgrund der
Fehlanpassung bei der Strahlinjektion schwingen, dann wird κ in Gl. (1.1) zeitab-
hängig [10]
κ(t) = σ2x(t) − σ2y(t) + x2(t) − y2(t) . (1.7)
Angenommen, dass die Anfangswerte der Schwingungsamplituden der Strahlposi-
tion durch ax und ay und die der Strahleinhüllende oder Strahlenveloppe durch
ax x und ay y gegeben sind, lässt sich die Zeitabhängigkeit der Strahlposition und
Strahlbreite wie folgt schreiben [10]:
σx(t) = σx + ax x cos(2piQcoh,1 t) ,
σy(t) = σy + ay y cos(2piQcoh,2 t) ,
x(t) = x + ax cos(2piQ x t) ,
y(t) = y + ay cos(2piQ y t) .
(1.8)
Hierbei bezeichnen Q x und Q y die Betatronfrequenzen bezüglich der x- und y-
Ebenen. Qcoh,1 und Qcoh,2 sind die kohärenten Frequenzen der Strahleinhüllende-
Schwingungen. Nun wird Gl. (1.8) in Gl. (1.7) eingesetzt und unter Vernachläs-
sigung der zweiten Ordnungsterme a2x x cos
2(2piQcoh,1 t) und a2y y cos
2(2piQcoh,2 t)
ergibt
κ(t) = σ2x + 2σxax x cos(2piQcoh,1 t) − σ2y − 2σyay y cos(2piQcoh,2 t)
+ x2 + 2xax cos(2piQ x t) +
a2x
2
[1+ cos(2pi2Q x t)]
− y2 − 2yay cos(2piQ y t)−
a2y
2
[1+ cos(2pi2Q y t)] .
(1.9)
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Die kohärenten Frequenzen Qcoh,1 und Qcoh,2 sind gegeben durch [11, 12]













In Gl. (1.10) stehen Q0,x und Q0,y für die Betatronfrequenzen in Abwesenheit von
Raumladungen und∆Q inc,y ist die Verschiebung der inkohärenten Betatronschwin-
gungen [11].
Mit Gl. (1.9) ist ganz deutlich zu sehen, dass bei der Messung des quadrupolaren
Signals, welches näherungsweise proportional zu κ ist (siehe Gl. (5.2)), Strahl-
breitenschwingungen (Beam size oscillations) beobachtet bzw. analysiert werden
können. Aus diesen Schwingungen können Informationen zur Fehlanpassung bei
der Strahlinjektion gewonnen werden [7], was eine weitere Anwendung von qua-
drupolaren Pick-ups ist.
1.3 Übersicht
Die vorliegende Arbeit besteht aus sieben Kapiteln. Teilchendynamik und Teilchen-
beschleunigung werden im zweiten Kapitel ausführlich beschrieben.
Kapitel 3 widmet sich der Multipol-Analyse von elektromagnetischen Feldern er-
zeugt von einem Teilchenstrahl. Hier werden, ausgehend von einer elektrisch lan-
gen Linienladungsverteilung an einer beliebigen Stelle im Inneren eines leitenden
Strahlrohres, die den Teilchenstrahl begleitenden elektromagnetischen Felder her-
geleitet.
Die verschiedenen Arten von quadrupolaren Pick-ups werden Bestandteil des Kapi-
tels 4 sein, wobei mehr Akzent auf elektrostatische Pick-ups gelegt werden wird.
Die in dieser Arbeit entwickelte Methode wird, wie schon im ersten Abschnitt die-
ses Kapitels erwähnt, modifizierte log ratio genannt und im Abschnitt 5.2 des Kapi-
tels 5 ausführlich beschrieben. Zuvor werden im selben Kapitel die grundlegenden
Signalverarbeitungsmethoden, nämlich die difference over sum- und die log ratio-
Methode, erläutert.
Bevor die Arbeit mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick abgeschlossen
wird, werden im Kapitel 6 die Simulationsergebnisse von drei Pick-up-Modellen




Teilchendynamik ist in der Beschleunigerphysik von zentraler Bedeutung, weil die
Nutzung der Antwort von elektrisch geladenen Teilchen auf die elektromagneti-
schen Kräfte die Grundlage der Partikeloptik und der Beschleunigungstheorie ist.
Im ersten Teil dieses Kapitels wird die Wechselwirkung zwischen Partikeln, deren
Eigenschaften im Abschnitt 2.1 ausführlich beschrieben werden, und allgemeinen
Kräften erläutert. Anschließend wird auf die Beschreibung des Strahlprofils sowie
der transversalen Strahlemittanz eingegangen. Es wird in dieser Arbeit überwie-
gend über Elektronen und Ionen gesprochen.
2.1 Eigenschaften von elektrisch geladenen Teilchen
Ein elektrisch geladenes Teilchen ist definitionsgemäß ein Teilchen, das eine elek-
trische Ladung trägt. Das leichteste und bekannteste der elektrisch geladenen
Elementarteilchen ist das Elektron, welches eine negative Ladung trägt. Elektro-
nen können aufgrund deren geringen Masse auf eine Geschwindigkeit von nahezu
300.000 km/s (Lichtgeschwindigkeit) beschleunigt werden. Bei einer kinetischen
Energie von 2 MeV zum Beispiel ergibt sich gemäß Gl. (2.3) eine normierte Elektro-
nengeschwindigkeit β gleich 0.979, was einer Abweichung von der Lichtgeschwin-
digkeit nur noch von 2.1 % entspricht.
Ein Ion ist eine Ansammlung von Protonen, Neutronen und Elektronen. Ein Atom
oder Molekül wird als Ion bezeichnet, wenn es ein oder mehrere Elektronen weni-
ger oder mehr als im Neutralzustand besitzt.
Eigenschaften einiger elektrisch geladener Teilchen sind in der Tabelle 2.1 zusam-
mengefasst. Die Ruheenergie E0 eines Teilchens ist wie folgt definiert [13]:
E0 = m0 · c
2 , (2.1)
wobei m0 die Ruhemasse des Teilchens ist und c die Lichtgeschwindigkeit. Die Ener-
gie wird oft in eV (Elektronenvolt) angegeben, wobei ein Elektronenvolt die Ener-
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gie darstellt, die ein Elektron besitzt, wenn es mit einem Volt beschleunigt wurde.




1− v 2/c2 . (2.2)
v in Gl. (2.2) bezeichnet die Teilchengeschwindigkeit.
Teilchen Ladung (C) Masse (kg) Ruheenergie (MeV)
Elektron - 1,602 · 10−19 9,11 · 10−31 0,511
Positron +1,602 · 10−19 9,11 · 10−31 0,511
Proton +1,602 · 10−19 1,67 · 10−27 938
Ion; z.B: He+ +1,602 · 10−19 6,64 · 10−27 3728
Tabelle 2.1.: Eigenschaften einiger elektrisch geladener Teilchen [14, 15].
Da die Gesamtenergie E eines Teilchens die Summe aus Ruheenergie und kineti-
scher Energie ist, ergibt sich dann die kinetische Energie Ekin eines Teilchens wie
folgt:









1− β2 −m0 · c
2 , (2.3)
wobei β die normierte Teilchengeschwindigkeit ist und in der Beschleunigerphysik
öfter als v verwendet wird.
2.2 Newtonsches Bewegungsgesetz
Die Stärke der Wechselwirkung zwischen Teilchen und elektromagnetischen Fel-
dern wird durch die Ladung des Teilchens bestimmt. Das Verhalten eines Teilchens
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wird durch dessen Position im dreidimensionalen Raum sowie dessen Geschwindig-
keit als Funktion der Zeit t beschrieben. Die Positions- und Geschwindigkeitsvekto-
ren eines Teilchens sind in Abb. 2.1 dargestellt. Das Wort Particle im Bild bedeutet
Teilchen auf Englisch.
Abbildung 2.1.: Positions- und Geschwindigkeitsvektoren eines Teilchens im kartesi-
schen Koordinatensystem [14].
Der Positionsvektor x kann folgendermaßen geschrieben werden
x= (x , y, z) . (2.4)
Die Teilchengeschwindigkeit, welche ebenfalls ein Vektor ist, lässt sich darstellen
als
v = (v x ,v y ,vz)
= (dx/d t, d y/d t, dz/d t)
= dx/d t . (2.5)
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Das erste Newtonsche Bewegungsgesetz besagt, dass ein Körper im Zustand der
Ruhe oder der gleichförmigen Translation verharrt, sofern er nicht durch einwir-
kende Kräfte zur Änderung seines Zustands gezwungen wird. Mit anderen Worten,
der Impuls ~p = m~v des Teilchens bleibt unverändert. Dem zweiten Newtonschen
Bewegungsgesetz zufolge ist die auf einen Körper der Masse m wirkende gesamte












= m~a , (2.7)
wobei ~a die Beschleunigung des Körpers ist.
Im kartesischen Koordinatensystem kann Gl. (2.7) auch wie folgt geschrieben wer-
den.
Fx = max , Fy = may , Fz = maz , (2.8)
wobei (Fx , Fy , Fz) die Komponenten der Vektorkraft ~F und (ax , ay , az) die der Be-
schleunigung ~a sind. Gl. (2.8) ist der Ausgangspunkt für die Beschleunigung von
elektrisch geladenen Teilchen, wobei zu beachten ist, dass bei der Beschleunigung




1− β2 . (2.9)
Demzufolge ist die Gesamtmasse m nur bei geringen Werten der Teilchengeschwin-
digkeit (β << 1) gleich der konstanten Ruhemasse m0.
2.3 Grundlagen der Teilchenbeschleunigung
2.3.1 Prinzip der Teilchenbeschleunigung
Die Kräfte, die für die Beschleunigung und Ablenkung geladener Teilchen verant-
wortlich sind, ergeben sich aus der Wechselwirkung mit elektrischen und magne-
tischen Feldern. Die Lorentzkraft ~FL , beschrieben durch Gl. (2.10), ist die zentrale
Gleichung der Beschleunigerphysik.
13
~FL = q(~E + ~v × ~B) . (2.10)
Hierbei steht q für die Ladung und ~v für die Geschwindigkeit des geladenen Teil-
chens. ~E bezeichnet die elektrische Feldstärke und ~B die magnetische Induktion an
der momentanen Position des Teilchens. Die Feldgrößen ~E und ~B sind orts- und
zeitabhängig. Während bei einfachen Teilchen wie z.B. Protonen und Positronen
die Ladung q gleich der Elementarladung e= 1.602 ·10−19 C ist, hängt hingegen
bei schweren Ionen die Ladungszahl von dem Ionisationszustand ab.
Kreisförmig abgelenkte Teilchen werden durch Kräfte, die senkrecht zur momenta-
nen Geschwindigkeit ~v wirken, erzeugt. Der Betrag der Geschwindigkeit |~v | bleibt
dabei unverändert und ebenso die kinetische Energie. Die Geschwindigkeit ~v und
damit die kinetische Energie eines Teilchens wird geändert, wenn Kräfte parallel
zur momentanen Geschwindigkeit ~v wirken. Da die Kräfte, die durch die magne-
tische Flussdichte ~B erzeugt werden, senkrecht zu ~v stehen, können sie dement-
sprechend nur zur Ablenkung und Fokussierung der Teilchen verwendet werden.
Teilchen werden im Sinne einer Änderung der kinetischen Energie nur mithilfe der
elektrischen Feldstärke ~E beschleunigt, weil sich die kinetische Energie, wie zuvor
erwähnt, nur ändert, wenn Kräfte parallel zu ~v wirken.
Die Änderung ∆E der kinetischen Energie und damit auch der Gesamtenergie auf
dem Weg von r1 nach r2 erhält man aus dem Wegintegral [16]












q(~E · d~r) +
∫ r2
r1





q~E · d~r . (2.11)
Das Skalarprodukt (~v × ~B) · d~r verschwindet, da bei der Integration das Wegele-
ment d~r stets senkrecht zu ~v × ~B ist. Gl. (2.11) bedeutet, dass nur die Komponente
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der elektrischen Feldstärke, die parallel zur momentanen Richtung der Geschwin-
digkeit steht, zur Energieänderung und damit zur Teilchenbeschleunigung beiträgt.
Die Komponente von ~E, die senkrecht zur Richtung von ~v ist, bewirkt genau wie
(~v × ~B) lediglich eine Änderung der Geschwindigkeitsrichtung.
Die bekanntesten Beschleunigertypen sind Linearbeschleuniger und Kreisbeschleu-
niger. Im Folgenden wird ein elementarer Überblick über diese beiden Beschleuni-
gertypen gegeben.
2.3.2 Linearbeschleuniger
Ein Linearbeschleuniger, auch "LINAC"(Linear Accelerator) genannt, ist ein
Hochfrequenz-Beschleuniger, bei dem geladene Teilchen mithilfe einer hochfre-
quenten Wechselspannung längs einer geraden Strecke beschleunigt werden. Ers-
te Beschleuniger nach dieser Funktionsweise wurden 1928 von Rolf Wideröe und
1931 von Sloan und Lawrence gebaut. Heute wird der Beschleuniger von Wideröe
als Urform des Linearbeschleunigers angesehen. Das Bild dieses Beschleunigers ist
in Abb. 2.2 dargestellt.
Abbildung 2.2.: Linearbeschleuniger nach dem Prinzip von Ising und Wideröe. Die
blau gezeichneten Teilchen-"Pakete" werden jeweils in der passenden Halbperi-
ode der Wechselspannung beschleunigt (grüner Pfeil).
Quelle : www.wikipedia.org; Author : Sgbeer.
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Der in Abb. 2.2 dargestellte Wideröe-Beschleuniger setzt sich aus vielen rohrför-
migen Elektroden zusammen, den Driftröhren, die entlang einer geraden Achse
angeordnet sind. Diese werden abwechselnd auf ein positives und negatives elek-
trisches Potential gebracht. Aufgrund der Tatsache, dass sich die Driftröhren selbst
wie ein Faradayscher Käfig verhalten, besteht in ihrem Inneren kein elektrisches
Feld. Demzufolge fliegt dort das Teilchen mit konstanter Geschwindigkeit und wird
von einer angelegten Spannung nicht beeinflusst. Im Spalt zwischen zwei benach-
barten Driftröhren hingegen werden Teilchen vom elektrischen Feld beeinflusst. Sie
werden dann beschleunigt, wenn das elektrische Feld im Spalt zwischen zwei be-
nachbarten Driftröhren die Vorwärtsrichtung aufweist; bezogen auf das Bild in Abb.
2.2 muss das E-Feld im Spalt immer von links nach rechts gerichtet sein, damit die
Teilchen beschleunigt werden. Ein solches elektrisches Wechselfeld wird durch eine
Wechselspannungsquelle passender Frequenz, einen hochfrequenten Generator, er-
zeugt. Die Länge der Röhre muss so gewählt werden, dass die Flugzeit der Teilchen
bis zum nächsten Spalt gleich der halben Periodendauer der Wechselspannung ist.
Da die kinetische Energie Ekin und somit die Geschwindigkeit der Teilchen durch je-
den Beschleunigungsschritt zunimmt, die Zeit für die Umpolung aber unverändert
bleibt, muss dementsprechend die Länge der einzelnen Driftröhren entsprechend
anwachsen, wie in der Abbildung gezeigt.
Zur Beschleunigung von Elektronen, Protonen und schweren Ionen werden je nach
der Geschwindigkeit der Teilchen unterschiedliche hochfrequente Strukturen ein-
gesetzt [17]:
• Wideröe-Struktur (β ≈ 0.005 - 0.05)
• RFQ-Struktur (β ≈ 0.005 - 0.05)
• Einzelresonator (β ≈ 0.04 - 0.2)
• Alvarez-Struktur (β ≈ 0.04 - 0.6)




• Supraleitende Hohlraumresonatoren (β ≈ 1)
Abbildung 2.3.: 1.3 GHz Tesla-Hohlraumresonator zur Beschleunigung von Elektro-
nen und Positronen. Quelle : http://newsline.linearcollider.org.
Der gegenwärtig größte Linearbeschleuniger der Welt steht an der von der Uni-
versität Stanford in Kalifornien betriebenen Forschungseinrichtung SLAC National
Accelerator Laboratory. Der Hauptbeschleuniger ist über 3 km lang und bringt Elek-
tronen und Positronen auf bis zu 50 GeV. Ein Luftbild des Linearbeschleunigers am
SLAC National Accelerator Laboratory ist in der folgenden Abbildung zu sehen.
Abbildung 2.4.: Luftaufnahme des Linearbeschleunigers am SLAC National Accele-
rator Laboratory [18].
Weitere Details über Linearbeschleuniger sind in [16, 25, 20] nachzulesen.
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2.3.3 Kreisbeschleuniger
Ringbeschleuniger oder Kreisbeschleuniger sind laut [19] Teilchenbeschleuniger,
in denen die geladenen Teilchen, im Gegensatz zu Gleichspannungs- und Linear-
beschleunigern, eine mehr oder weniger ’runde’ - beispielsweise annähernd spiral-
oder kreisförmige - Bahn wiederholt durchlaufen. Sie werden für Elektronen und
schwerere geladene Teilchen benutzt.
Der Vorteil ist, dass die Teilchen immer wieder die gleichen Beschleunigungsstre-
cken nutzen; ein Kreisbeschleuniger ist insofern wirtschaftlicher und für hohe End-
energien platzsparender als ein vergleichbarer Linearbeschleuniger. Der Nachteil
ist, dass die Teilchen bei genügend hoher Geschwindigkeit wegen der nötigen Ab-
lenkung Synchrotronstrahlung emittieren und so Energie verlieren [19].
Bei allen Kreisbeschleunigern werden zur Führung der Teilchen Magnete verwen-
det, deren magnetische Feldstärke B(r, t) zeitlich und räumlich variieren oder
auch konstant sein kann. Teilchen werden in Ringbeschleunigern grundsätzlich
mit Wechselspannungen mit konstanter oder zeitlich veränderlicher Frequenz be-
schleunigt.
In der folgenden Tabelle wird ein Überblick über die wichtigsten und bekanntesten
Ringbeschleuniger und einige ihrer Betriebsarten gegeben.
Beschleuniger Frequenz Magnetfeld Bahn
Betatron 50 Hz, const B(t), B(r)=const Kreis
Zyklotron 10 - 30 MHz, const B(t)=B(r)=const Spirale
Mikrotron 2 - 3 GHz, const B(t)=B(r)=const Spirale
Synchrotron 100 MHz, const B(t), B(r)=const Kreis
HF(t) zunehmend B(t), B(r)=const Kreis
Rhodotron 100 - 200 MHz B(t)=const, B(r) Rosette
Tabelle 2.2.: Wichtigste Kenndaten der bekanntesten Ringbeschleuniger. Die ange-
gebenen Frequenzen sind typische Werte [20].
Der größte Kreisbeschleuniger der Welt ist der LHC (Large Hadron Collider) am
CERN in Genf in der Schweiz. Er hat einen Durchmesser von 8,6 km und eine
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Länge von 27 km. Ein Luftbild des Forschungszentrums CERN mit eingezeichnetem
Verlauf des unterirdischen LHC-Beschleunigers ist in Abb. 2.5 zu sehen.
Abbildung 2.5.: Luftaufnahme des Forschungszentrums CERN mit eingezeichnetem
Verlauf des unterirdischen LHC-Beschleunigers [21].
Da das im Abschnitt 6.2.2 untersuchte Pick-up in der Praxis im SchwerIonenSyn-
chrotron SIS-18 bei der GSI (Gesellschaft für Schwerionen) eingesetzt wird, wird
im Folgenden der Akzent nur auf das Synchrotron gelegt.
Das Synchrotron ist ein Kreisbeschleuniger, in dem die Teilchen viele Umläufe ma-
chen und dieselbe Laufbahn bzw. denselben Bahnkreis mit dem Radius r haben.
Um das besser zu verstehen, wird der Radius r der Laufbahn in einem Zyklotron





wobei die Geschwindigkeit ~v des Teilchens und das Magnetfeld ~B senkrecht zuein-
ander stehen. q steht für die Ladung der Teilchen. Anhand der Gl. (2.12) ist deutlich
zu erkennen, dass bei zunehmender Energie und Geschwindigkeit v das Teilchen
mit dem größten Radius r im Magnetfeld umläuft. Die Idee des Synchrotrons be-
steht darin, bei zunehmender Energie die Teilchenbahn mit dem Radius r konstant
zu halten, indem man das Magnetfeld immer erhöht. Aus diesem Grund kann mit
einem Synchrotron hohe Energie erreicht werden. Der Aufbau eines Synchrotrons
ist in der folgenden Abbildung dargestellt.
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Abbildung 2.6.: Schematische Darstellung eines Synchrotrons mit Linac als Vorbe-
schleuniger [23].
Eine ausführliche Beschreibung eines Synchrotrons ist in mehreren Büchern zu fin-
den, unter anderem in [16], [20] und [25].
Eine Sektornummerierung sowie eine Außenansicht des SchwerIonenSynchrotrons
SIS-18 bei der GSI sind in Abb. 2.7 veranschaulicht.
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Abbildung 2.7.: Links : SchwerIonenSynchrotron SIS-18 mit Sektionsbezeichnungen;
rechts : Blick in den Tunnel des SIS-18 Synchrotrons [26].
Der Kreisbeschleuniger SIS-18 hat einen Umfang von 216 m und besteht aus 92 Ele-
menten. Im SIS-18 können die aus dem Linearbeschleuniger UNILAC kommenden
Ionen auf bis zu 90 Prozent der Lichtgeschwindigkeit (270 000 km/s) beschleunigt
werden.
2.4 Strahlprofil und Strahldimension
Zunächst wenden wir uns der Definition bzw. Beschreibung eines Teilchenstrahls
zu. Der Teilchenstrahl kann sich als die Gesamtheit aller Teilchen repräsentieren
lassen. Mit anderen Worten kann man sich einen Teilchenstrahl wie in der geome-
trischen Lichtoptik als Überlagerung vieler Einzelstrahlen vorstellen. Der Teilchen-
strahl ist vollständig festgelegt, wenn die Intensitätsverteilung der Einzelstrahlen,
d.h. die Dichteverteilung als Funktion von s bekannt ist [16], wobei s die Wegstre-
cke längs der Sollbahn ist. In Teilchenbeschleunigern können Strahlen unter ande-
rem in Elektronenstrahlen, Ionenstrahlen und Protonenstrahlen unterteilt werden.
Es gibt in der Beschleunigerphysik zwei Arten von Teilchenstrahlen.
• Ungebündelter Teilchenstrahl, welcher kein longitudinales Teilsystem be-
sitzt. In einem ungebündelten Teilchenstrahl variiert die Dichte der Teilchen
langsam entlang der Strahlausbreitung und die Strömung der Teilchen ist
ungefähr glatt.
• Gebündelter Teilchenstrahl, in dem die Teilchen in mehrere Impulse (Bün-
del) von Teilchen unterteilt sind. Der gebündelte Strahl wird am häufigsten
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in modernen Einrichtungen verwendet, da die meisten modernen Beschleu-
nigerkonzepte gebündelte Strahlen für die Beschleunigung erfordern. In ei-
nem gebündelten Teilchenstrahl kann die Dichte der Teilchen im Gegensatz
zu einem ungebündelten Teilchenstrahl sehr schnell variieren, d.h. einige
Teile des Strahls haben eine hohe Dichte, während andere Teile sehr geringe
Dichten haben.
Nur gebündelte Teilchenstrahlen werden in dieser Arbeit für die Simulation ver-
wendet und in den folgenden Kapiteln einfach Strahl genannt.
Das Profil eines Teilchenstrahls liefert Informationen wie zur Form, Breite und
Position des Strahls. Diese Informationen können durch die Messung der Dichte-
verteilung der Teilchen auf jedem 3D-projizierten Koordinatensystem gewonnen
werden.
Abbildung 2.8.: Darstellung eines gebündelten Strahls in der 3D-Ebene [27].
In Abb. 2.8 wird jede Projektion das Strahlprofil für die beiden transversalen (x , y)
Achsen und die longitudinale Koordinate bezüglich der Bewegungssrichtung z
des Strahls definieren. v in der oben liegenden Abbildung bezeichnet die Strahl-
geschwindigkeit. (σx ,σy) steht für die Halbbreite eines Gaußförmig verteilten
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Strahls in der transversalen Ebene (x , y) und σz für die longitudinale Halbbreite
bzw. die Länge eines ebenfalls Gaußförmig verteilten Strahls. Die Standardabwei-
chung σx bzw. σy wird auch häufig RMS-Breite (Root Mean Square) genannt.













Wenn man Gleichung (2.13) anschaut, ist deutlich zu erkennen, dass σx der Ab-
stand von der Strahlachse ist, bei dem die Ladungsdichte auf den Wert exp(−1/2)
= 0.607 abgefallen ist. Dies gilt auch für σy und σz . Das Profil eines Strahls gemäß
Gl. (2.13) ist in untenstehender Abbildung dargestellt. Die Standardabweichungσx
in x-Richtung beträgt dabei 0.8 mm.



















 = 0.8 mm− σ
x
 = − 0.8 mm 
Abbildung 2.9.: Strahlprofil, das einer Gaußverteilung entspricht.
Die tatsächliche Dichteverteilung kann in der Regel mit Gl. (2.13) in einem Bereich
von drei Standardabweichungen, nämlich -3σx ≤ x ≤ 3σx , in guter Näherung
approximiert werden [16]. Angesichts der Tatsache, dass der Teilchenstrahl nach
außen durch das Strahlrohr scharf begrenzt ist, ist die Gaußverteilung in jedem Fall
nur eine Approximation, da sie sich im Bereich von -∞ bis +∞ erstreckt.
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2.5 Transversale Bahndynamik in Kreisbeschleunigern
2.5.1 Gleichgewichtsbahn und Koordinatensystem
Das Strahlführungssystem lässt sich mathematisch einfacher beschreiben, indem
man ein Koordinatensystem definiert, bei dem die Teilchenbahnen relativ zur
Bahn des zentralen Teilchens beschrieben werden. Aufgrund der geometrischen
Anordnung der Strahlführungsmagnete wird die zentrale Bahn ~r0, die auch Soll-
bahn genannt wird, als bekannt vorausgesetzt. Die Beschreibung der momentanen
Position eines einzelnen Teilchens im Strahl erfolgt mithilfe eines ebenen (x , y)-
Koordinatensystems, das sich entsprechend der Teilchengeschwindigkeit entlang
der zentralen Bahn bewegt. Die momentane Position des mitbewegten Koordina-
tensystems wird durch den längs der zentralen Bahn zurückgelegten Weg s fest-
gelegt, während die momentane Position eines Teilchens durch die Angabe von s
und der Koordinaten (x , y) festgelegt wird. Das Standardkoordinatensystem eines




Abbildung 2.10.: Standardkoordinatensystem [28].
Das (x , y, s)-Koordinatensystem wird auch krummliniges Koordinatensystem ge-
nannt. Die Gleichgewichtsbahn (”equilibrium orbit”) eines Kreisbeschleunigers ist
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die in sich geschlossene Bahnkurve ("closed orbit"), die das Sollteilchen bei jedem
Umlauf von Neuem durchläuft [16]. Teilchen, deren Position und/oder Richtung
von der Gleichgewichtsbahn abweichen, erzeugen Betatronschwingungen um die
Gleichgewichtsbahn. Diese Betatronschwingungen sind die Lösungen der soge-
nannten "Hill’schen Differentialgleichung", die im folgenden Abschnitt behandelt
wird.
2.5.2 Hill’sche Differentialgleichung
Die Hill’sche Differentialgleichung, die aus den Bewegungsgleichungen [16] in li-
nearer Näherung abgeleitet wird, ist gegeben durch
y
′′
+ K(s)y = 0 , K(s+ C) = K(s) , (2.14)
wobei y
′′
die zweite Ableitung von y nach s kennzeichnet. Eine analoge Differen-
tialgleichung erhält man für die x-Ebene. Die Gleichung (2.14) sieht sehr ähnlich
wie die Gleichung des harmonischen Oszillators aus. Die beiden Gleichungen un-
terscheiden sich in dem Koeffizienten K(s), der hier in diesem Fall nicht konstant
ist, sondern eine periodische Funktion von s ist. In einem Kreisbeschleuniger wird
die Teilchenbahn durch eine reelle Lösung der Hill’schen Differentialgleichung be-





β(s) · cos[ψ(s) +ψ0] . (2.15)





β(s) und der Startphase ψ0. β(s) kennzeichnet die Betatron-
funktion, auch Betafunktion genannt, ψ(s) die Phase des Gesamtstrahls, auch Be-
tatronphase genannt und εi die Emittanz eines einzelnen Teilchens, die im nächsten
Abschnitt 2.5.3 ausführlich erörtert wird. Die Betafunktion ist in der Beschleuniger-
technik von besonderer Bedeutung, denn sie ist die zentrale Funktion zur Beschrei-
bung der linearen Bahndynamik eines Kreisbeschleunigers. Einige der wichtigsten
Aspekte und Gleichungen zur Betafunktion sind unten zusammengestellt.
• β(s) is periodisch:
β(s+ C) = β(s)





β(s) · cos[ψ(s) +ψ0]
25
• Die lokale Wellenlänge λ(s) der Betatronschwingung ist gegeben durch
λ(s) = 2piβ(s)
• Die Betatronschwingungszahl Q, auch Betatron Tune genannt, d.h. die Zahl

















Zunächst wenden wir uns der Definition bzw. Beschreibung einer Phasenellipse
zu. Die durch Projektion auf die transversale Ebene (x , x
′
) bzw. (y, y
′
) erhalte-
nen Dichteverteilungen %(x , x
′
) bzw. %(y, y
′
) können in der Regel durch Ellipsen











Abbildung 2.11.: Phasenellipse der Teilchenbewegung. Das Bild wurde in Anleh-
nung an [24] erstellt.
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Diese Ellipsen werden Phasenellipsen genannt und durch eine zweidimensionale










Die Twiss-Parameter α, β und γ in Abb. 2.11 können auch durch die Elemente der
σ-Matrix dargestellt werden [29]:
α=−σ12/ε , β = σ11/ε , γ= σ22/ε . (2.17)






Die von der Ellipse umschlossene Fläche A = piε in Abb. 2.11, welche von den
Teilchen besetzt und durch die gelbe Farbe gekennzeichnet ist, ist die mathemati-
sche Beschreibung der Emittanz, gemessen zum Beispiel in mm· mrad. Sie ist ein
Maß für die transversale Strahlbündelung und beschreibt somit die Qualität eines
Strahls. Ein Strahl mit einer niedrigen Emittanz ist ein Strahl, in dem die einzelnen
Teilchen einen kleinen Abstand zueinander und ungefähr den gleichen Impuls ha-
ben. Anders ausgedrückt führt eine kleine Strahlemittanz zu einem stark fokussier-
ten Teilchenstrahl. Im Gegensatz zu den physikalischen Abmessungen eines Strahls,
die in einem Beschleuniger ortsvariant sind, ist die Emittanz in Abwesenheit von
dissipativen oder Kühl-Kräften invariant und wird somit für die Beschreibung des
Strahls verwendet [32].
Zur Darstellung bzw. Herleitung der Emittanz als Funktion der Matrixelementeσ11,
σ12 und σ22, berechnen wir zunächst die Determinante Det(σ) der Strahlmatrix,
gegeben in den Gleichungen (2.16) und (2.18):
Det(σ) = σ11 ·σ22 −σ212 = ε2(γ ·β −α2) . (2.19)




γ ·β −α2 . (2.20)




=⇒ γ ·β −α2 = 1 , (2.21)
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ergibt sich die Strahlemittanz A als Funktion der Matrixelemente
A= piε= pi
Æ
σ11 ·σ22 −σ212 . (2.22)
Dennoch wird die Emittanz in der Praxis aus messbaren Größen wie dem Strahl-
profil (σx ,σy) bzw. dem quadrupolaren Moment (σ
2
x −σ2y) des Strahls bestimmt.
Aus diesem Grund soll auch ein Zusammenhang zwischen der Emittanz und den
Strahlbreiten σx und σy hergestellt werden. Zunächst schreiben wir nochmals Gl.





β(s) · cos[ψ(s) +ψ0] . (2.23)
Aus der obigen Gleichung sieht man, dass der maximale Wert bzw. die Amplitude
von x(s) gleich pεx ·
p
β(s) ist, welche je nach Definition der Emittanz einer (σx),
zwei (2σx) oder drei (3σx) Standardabweichungen des entsprechenden Strahlpro-
fils in x-Richtung entspricht. Bei Elektronenmaschinen handelt es sich meistens um
eine Standardabweichung-Emittanz, während bei Protonenmaschinen die Emittanz
von zwei Standardabweichungen verwendet wird [16]. Angenommen, dass wir ei-



















Ax bzw. Ay ist die Emittanz in der x- bzw. y-Ebene. Diese Emittanz auf Basis der
Standardabweichung σx und σy heißt RMS-Emittanz (RMS = Root Mean Square).
Es gibt in der Beschleunigerphysik viele Methoden zur Messung der transversa-
len Emittanz, unter anderem die Methode von Miller [1], die zum ersten Mal in
1983 am SLAC National Accelerator Laboratory in Kalifornien in den USA ent-
wickelt und erfolgreich getestet wurde. Diese Methode beruht darauf, mit vier
symmetrischen äquidistanten Stripline-Elektroden das quadrupolare Moment ei-
nes Elektronenstrahls, σ2x − σ2y , zu messen und mithilfe der Transfermatrix von
einer Referenzstelle im LINAC zu den Pick-up-Stellen die Emittanz zu bestimmen.
Wie bereits im Abschnitt 1.2 erwähnt, benötigt man im Allgemeinen in einem Li-
nearbeschleuniger sechs quadrupolare Pick-ups, platziert an verschiedenen Stellen
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im LINAC, um die transversalen Komponenten der Strahlemittanz zu bestimmen. In
Kreisbeschleunigern hingegen, sind für die Messung der Emittanz gemäß Gl. (1.4)
nur zwei Pick-ups erforderlich, da aus den Amplituden der Strahlpositionsschwin-
gungen in Ringbeschleunigern die Betatronfunktionen βx und βy auf der rechten
Seite der Gleichung (1.4) direkt bestimmt werden können [6].





erzeugt von einem Teilchenstrahl
In diesem Kapitel werden die einen Teilchenstrahl begleitenden elektromagneti-
schen Felder sowie deren Multipolentwicklung behandelt. Darüber hinaus wer-
den aus der Multipolentwicklung der elektromagnetischen Felder die Multipol-
Momente des Strahls hergeleitet.
3.1 Elektrisches Feld
Angenommen, die Wellenlänge von Interesse λ oder der Strahl sei lang gegenüber
den Messelektroden, dann lässt sich in diesem Fall das Problem auf ein zweidimen-













Abbildung 3.1.: Linienladung im Inneren eines Strahlrohrs.
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Ausgehend von einer elektrisch unendlich langen Linienladungsverteilung der
Dichte q an einer beliebigen Stelle (b,β) im Inneren eines leitenden kreisförmi-
gen Strahlrohres (siehe Abb. 3.1) kann sich das elektrostatische Potential V (r,ϑ)
in einem Aufpunkt P innerhalb des Strahlrohres mithilfe der Spiegelungsmethode



















Der erste Term auf der rechten Seite der obigen Gleichung bezeichnet das Potential
der ursprünglichen Linienladung der Dichte q, während der zweite Term das Poten-
tial der Spiegelungsladung ist. Der Term ln(b/R) ist eine Konstante zum Erden des
leitenden Strahlrohres. Unter Verwendung der Additions- und Subtraktionstheore-
me der trigonometrischen Funktionen und angenommen, dass b << r, R, kann Gl.




















k(ϑ− β)	 . (3.2)
Durch den Gradienten des in Gl. (3.2) bestimmten Potentials können die radiale
und azimutale Komponenten des elektrischen Feldes im Kreiszylinderkoordinaten-
system (r,ϑ, z) wie folgt berechnet werden:


































k(ϑ− β)	 . (3.4)
In Gl. (3.4) kann man erkennen, dass auf der Oberfläche des Strahlrohres (an der
Stelle r = R) die tangentiale Komponente des elektrischen Feldes Eϑ wie erwar-
tet Null ist. Nun betrachten wir die radiale Komponente von ~E auf der inneren
Oberfläche des metallischen Strahlrohres; d.h. an der Stelle r = R:
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k(ϑ− β)	 . (3.5)
Mithilfe der trigonometrischen Standardformeln, unter anderem cos(β) = x/b und











































Nun kann, für den Fall eines realistischen Teilchenstrahls, die Linienladungsdichte
q mit einer geeigneten Gewichtungsfunktion multipliziert werden [45]. Für Gauß-
sche Strahlverteilungen mit den Halbbreiten (σx ,σy) in beiden transversalen Rich-
tungen zum Beispiel und unter der Annahme, dass σx ,σy << R, ergibt sich folgen-










































+ · · ·
 ,
(3.7)
wobei Eq = ib/(2pi"0R) und (x , y) für die Strahlposition in der transversalen Ebene
(x , y) steht. ib bezeichnet den Strahlstrom.
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Weitere Details zu den von einem Teilchenstrahl erzeugten elektromagnetischen
Feldern können auch in [60, 62] nachgelesen werden.
3.2 Magnetisches Feld
Das durch einen Teilchenstrahl erzeugte magnetische Feld lässt sich analog zum
elektrischen Feld berechnen. Unter den gleichen Voraussetzungen wie im Abschnitt
3.1, nämlich dass hier ein zweidimensionales statisches Problem vorliegt, kann der
Strahlstrom als eine bewegte Ladung mit konstanter Geschwindigkeit angesehen
werden. Die gesamte magnetische Induktion ~Bges in einem in der transversalen
Ebene (r,ϑ) liegenden Aufpunkt P (siehe Abb. 3.1) im Inneren eines elektrisch








































































wobei, ib für den Strahlstrom steht. In Gl. (3.8) ist deutlich zu erkennen, dass das
gesamte Magnetfeld aus einer radialen und einer azimutalen Komponente besteht.
Darüber hinaus kann man sehen, dass die radiale Komponente der gesamten ma-
gnetischen Induktion auf der Oberfläche (an der Stelle r = R) des Strahlrohres wie
erwartet verschwindet, und Gl. (3.8) vereinfacht sich wie folgt:
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4 Verschiedene Arten von
quadrupolaren Pick-ups
Quadrupolare Pick-ups sind in der Beschleunigerphysik von besonderer Bedeu-
tung, da sie die Messung bestimmter Parameter, wie die transversale Ausdehnung
des Strahls bzw. die Strahlelliptizität (σ2x − σ2y), ermöglichen. In diesem Kapitel
werden drei Arten von quadrupolaren Pick-ups behandelt, wobei mehr Akzent auf
elektrostatische Pick-ups gelegt wird. In den Abschnitten 4.2 und 4.3 wird nur die
Funktionsweise der beiden anderen Sensorarten erläutert.
4.1 Elektrostatische Pick-ups
4.1.1 Funktionsweise












Abbildung 4.1.: Vorderansicht eines typischen elektrostatischen Pick-up mit den so-













Abbildung 4.2.: Vorderansicht eines weiteren elektrostatischen Pick-up-Design.
Elektrostatische Pick-ups, auch kapazitive Pick-ups genannt, bestehen im Allgemei-
nen aus vier symmetrischen metallischen Elektroden, platziert in derselben trans-
versalen Ebene. Die Funktionsweise solcher Pick-ups ist die Messung des elektri-
schen Feldes erzeugt vom im Inneren des Strahlrohres beschleunigten Teilchen-
strahl. R, L, T und B in den Abbildungen 4.1 und 4.2 stehen für die rechte, linke,
obere und untere Elektroden. Eine bildliche Beschreibung der Funktionsweise sol-











Abbildung 4.3.: Bildliche Beschreibung der Funktionsweise kapazitiver Pick-ups. Das
Bild wurde in Anlehnung an [29] erstellt.
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In Abb. 4.3 steht Ib(t) für den Strahlstrom eines positiv geladenen Teilchenstrahls,
welcher mit der Farbe grün gekennzeichnet ist.
Solche Pick-ups sind in der Beschleunigerphysik als Strahlpositionsmonitor (Beam
Position Monitor) bekannt, denn sie waren in erster Linie zur Messung der Strahl-
position sowohl in vertikaler als auch in horizontaler Richtung gedacht. Sie können
aber durch bestimmte Signalkombinationen, die im Kapitel 5 ausführlich beschrie-
ben werden, als quadrupolare Pick-ups betrieben werden.
Weitere Details zur Funktionsweise kapazitiver Pick-ups sind in mehreren Büchern
und Veröffentlichungen zu finden, unter anderem in [51], [57] und [50].
4.1.2 Herleitung der Signale am Ausgang der Elektroden
Die Signale am Ausgang aller Elektroden werden wie im vorherigen Kapitel unter
der Annahme betrachtet, dass der Teilchenstrahl lang gegenüber den Abmessun-
gen der Elektrode ist und außerdem σx ,σy << b, wobei b der Pick-up-Radius
ist (siehe Abb. 4.1). In diesem Fall kann das Problem elektrostatisch gelöst wer-
den. Die an jeder Elektrode des Pick-up-Modells in Abb. 4.1 induzierte Spannung
U kann dann durch die Flächenintegration der in Gl. (3.7) angegebenen radialen
Komponente des elektrischen Feldes auf jeder Platte, geteilt durch die Kapazität
zwischen der Platte und dem Strahlrohr, berechnet werden. Hierbei wird R in Gl.
(3.7) durch den Pick-up-Radius b des in Abb. 4.1 dargestellten Pick-up-Modells er-
setzt. Da es sich bei dem zu berechnenden quadrupolaren Signal um ein auf die
Summe aller Elektrodensignale normiertes Signal handelt und aufgrund der Sym-
metrie der Anordnung, werden bei der Herleitung der Ausgangsspannungen die
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1− z1y − z2 + z3y + · · ·
i
. (4.6)
4.1.3 Berechnung der Kapazität Cquad eines quadrupolaren Pick-up
In diesem Abschnitt werden die an den Elektroden induzierten Ladungen QR, QT ,
QL und QB einer kapazitiven Anordnung wie der in Abb. 4.4 ausführlich berechnet








Abbildung 4.4.: Anordnung für die Berechnung der quadrupolaren Kapazität.
Ausgehend von einem Mehrleitersystem [35] wird die Ladung QR der Platte R fol-
gendermaßen berechnet:
QR = CRT (VR − VT ) + CRL(VR − VL) + CRB(VR − VB) + CRMVR
= (CRT + CRL + CRB + CRM )︸ ︷︷ ︸
= CR
VR − CRTVT − CRLVL − CRBVB
= CRVR − CRTVT − CRLVL − CRBVB , (4.7)
wobei CR die Eigenkapazität der rechten Elektrode R bezüglich der Masse ist und
Cmn die Teilkapazität zwischen den Elektroden m und n. Zum Beispiel steht CRM für
die Kapazität zwischen der Elektrode R und der Masse. Analog zur Platte R lassen
sich auch die Ladungen anderer Elektroden wie folgt bestimmen:
QT = (CTR + CT L + CTB + CTM )︸ ︷︷ ︸
= CT
VT − CTRVR − CT LVL − CTBVB
=−CTRVR + CTVT − CT LVL − CTBVB , (4.8)
QL = (CLR + CLT + CLB + CLM )︸ ︷︷ ︸
= CL
VL − CLRVR − CLTVT − CLBVB
=−CLRVR − CLTVT + CLVL − CLBVB , (4.9)
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QB = (CBR + CBT + CBL + CBM )︸ ︷︷ ︸
= CB
VB − CBRVR − CBTVT − CBLVL
=−CBRVR − CBTVT − CBLVL + CBVB . (4.10)
VR, VL , VT und VB bezeichnen die Elektrodenpotentiale bezüglich der Abbildung
4.4. Aufgrund der Symmetrie der Anordnung folgt:
CRL = CLR = CTB = CBT := Copp ,
CRT = CTR = CRB = CBR = CLT = CT L = CLB = CBL := Cad j ,
CR = CT = CL = CB := Csel f .
(4.11)

















wobei M die Kapazitätsmatrix der Anordnung bezeichnet.
Bildet man die Differenz zwischen der Summe der Ladungen horizontaler Elektro-
den und der Summe der Ladungen vertikaler Elektroden, ergibt sich das quadru-
polare Signal, dessen Berechnung im Kapitel 5 detailliert beschrieben wird.
(QR +QL)− (QT +QB) = (Csel f + 2Cad j − Copp) · (VR + VL)− (VT + VB)
⇒ (VR + VL)− (VT + VB) = (QR +QL)− (QT +QB)Csel f + 2Cad j − Copp . (4.13)
Aus Gl. (4.13) ergibt sich die Kapazität Cquad des quadrupolaren Pick-up als
Cquad = Csel f + 2Cad j − Copp . (4.14)
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Analog zur Herleitung von Cquad lässt sich durch die Differenz der Ladungen der
gegenüberliegenden Elektroden (QR −QL) bzw. (QT −QB) die Kapazität Cdip des
dipolaren Pick-up bzw. des Strahlpositionsmonitors wie folgt bestimmen:
Cdip = Csel f + Copp . (4.15)
Auch die Kapazität Cmon des monopolaren Pick-up bzw. des Strahlstrommonitors
lässt sich analog durch die Summe der Ladungen (QR +QL +QT +QB) aller vier
Elektroden berechnen als
Cmon = Csel f . (4.16)
Weitere Details zur kapazitiven Kopplung zwischen den Elektroden sind auch in
[61] zu finden.
4.1.4 Frequenzverhalten eines kapazitiven Pick-up
4.1.4.1 Herleitung der gesamten Transferimpedanz einer Platte
Das Kleinsignal-Ersatzschaltbild kapazitiver Pick-ups, erstellt in enger Anlehnung






Abbildung 4.5.: Kleinsignal-Ersatzschaltbild des in Abb. 4.3 dargestellten kapaziti-
ven Pick-up.
Angenommen, dass der Strahl rund ist und in der Mitte des Strahlrohres liegt und
der Strahlstrom zeitharmonisch (ib(t) = I0e jωt) ist, ist die an jeder Elektrode (wel-
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che in den Abbildungen 4.1 und 4.2 dargestellt sind) induzierte Spannung U(ω)
im Frequenzbereich [51, 29]:





































= ZT (ω) · Ib(ω) . (4.18)
wobei ZT (ω) die Transferimpedanz jeder Elektrode bezeichnet. A ist die Elektro-
denfläche, β die normierte Strahlgeschwindigkeit, c die Lichtgeschwindigkeit im
Freiraum, R der Abschlusswiderstand, C bezeichnet die kapazitive Kopplung zwi-
schen der Elektrode und der Masse (Strahlrohr). Aus Gl. (4.18) ist deutlich zu
erkennen, dass jede Elektrode in den Abbildungen 4.2 und 4.1 ein Hochpass-
Verhalten mit der 3-dB-Grenzfrequenz fg = 1/(2piRC) aufweist, wie das auch in
der untenstehenden Abbildung zu sehen ist.












R = 50 Ω
R = 1 kΩ
R = 100 kΩ
R = 1 MΩ
Abbildung 4.6.: Betrag der Transferimpedanz als Funktion der Frequenz für ver-
schiedene Werte des Abschlusswiderstandes R; V0 = 1 Ω , C = 16.41 pF.
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Fallunterscheidung
• Niederohmiger Abschlusswiderstand R
Ein niederohmiger Abschlusswiderstand führt zu einer hohen 3-dB Grenzfre-
quenz fg . Z.B. ergibt sich für einen Wert von R = 50 Ω eine Grenzfrequenz
fg = 1/(2piRC) ≈ 194 MHz, wie man das in der Abb. 4.6 (blaue Kurve) er-
kennen kann.
Bei LINACs und Elektronensynchrotronen, deren Strahlen aufgrund der ho-
hen Beschleunigungsfrequenz (100 MHz bis 3 GHz) kurz sind, werden nie-
derohmige Abschlusswiderstände R realisiert. 50 Ω wird meist benutzt, um
Reflexionen zu verhindern und eine glatte Signalverarbeitung mit einer brei-
ten Bandbreite bis einige GHz zu ermöglichen. Wenn die Eigenkapazität C
der Elektrode einige pF beträgt, wie das in Abb. 4.6 der Fall ist, führt ein
Abschlusswiderstand von 50 Ω dazu, dass niedrige Frequenzen nicht über-
tragen werden. In diesem Fall erfolgt die Messung des Ausgangssignals meist
bei hohen Frequenzen.
• Hochohmiger Abschlusswiderstand R
Wird hingegen ein hochohmiger Widerstand an den Ausgang der Elektro-
de angeschlossen, führt dies zu einer niedrigen 3-dB-Grenzfrequenz fg .
Betrachtet man beispielsweise die rote Kurve in Abb. 4.6, welche dem Ab-
schlusswiderstand R = 1 MΩ entspricht, sieht man ganz deutlich, dass die
Grenzfrequenz bei ungefähr 9.7 kHz liegt. In der Praxis werden Signale aus
den Pick-up-Elektroden im Allgemeinen via einem Kabel mit einer Leitungs-
impedanz von 50 Ω oder 75 Ω zum Netzwerkanalysator geleitet. Um eine
Niederfrequenz-Messung z.B. im Bereich von einigen kHz oder im niedri-
gen MHz-Bereich zu gewährleisten, wie das bei langen Teilchenpaketen in
einem Protonensynchrotron oder Schwerionensynchrotron der Fall ist, wird
zwischen dem Kabel und dem Elektrodenausgang ein Impedanzwandler an-
geschlossen, welcher die Impedanz des Kabels zu einer hohen Eingangsim-
pedanz Ri , zum Beispiel 1 MΩ, transformiert. In diesem Fall werden fast
alle Frequenzanteile des Strahlstromes von den Elektroden durchgelassen.
Demzufolge weist die Form der Ausgangsspannung u(t) im Zeitbereich eine
Proportionalität zum Strahlstrom ib(t) auf. Mathematisch betrachtet bedeu-
tet dies, dass die Transferimpedanz ZT in diesem Fall als eine Konstante
angesehen werden kann.
4.1.4.2 Berechnung der Transferimpedanz des quadrupolaren Pick-up
Ausgehend von Gleichungen (4.1), (4.3), (4.5), (4.6) und in Anlehnung an [6]
kann sich auch die gesamte Transferimpedanz ZT einer Elektrode als Summe der
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einzelnen Transferimpedanzen der Multipolmomente wie folgt verallgemeinern
lassen:
ZT = Z
(0) + Z (1x) · x · cos(ϕ) + Z (1y) · y · sin(ϕ)
+ Z (2) ·κ · cos(2ϕ) + · · · (4.19)
wobei ϕ die Position der Elektrode in der (x , y)- bzw. (%,ϕ)-Ebene ist.
Z (0), Z (1x), Z (1y) und Z (2) stehen für die Transferimpedanzen des Monopol-, Dipol-
und Quadrupolmoments der Platte. κ = (σ2x −σ2y + x2 − y2)
• Rechte Elektrode R: ϕ = 0o
⇒ ZRT = Z (0) + Z (1x) · x + Z (2) ·κ+ · · · (4.20)
• Obere Elektrode T: ϕ = 90o
⇒ Z TT = Z (0) + Z (1y) · y − Z (2) ·κ+ · · · (4.21)
• Linke Elektrode L: ϕ = 180o
⇒ Z LT = Z (0) − Z (1x) · x + Z (2) ·κ+ · · · (4.22)
• Untere Elektrode B: ϕ = 270o
⇒ Z LT = Z (0) − Z (1y) · y − Z (2) ·κ+ · · · (4.23)
Die Transferimpedanz ZΞT bzw. Z
Ξ ′






T )− (Z TT + ZBT )
= 4 · Z (2) ·κ
= ZΞ
′
T ·κ, mit Z
Ξ ′




Wie schon am Anfang dieses Kapitels erwähnt, wird in diesem Abschnitt nur die
Funktionsweise von magnetischen Pick-ups erläutert. Eine detaillierte Arbeit über
magnetische quadrupolare Pick-ups ist in [6, 47, 48, 49] ausführlich beschrieben.
Der durch die Bewegung von gebündelten Teilchenstrahlen entstandene zeitlich
veränderte Strahlstrom erzeugt eine zeitlich abhängige magnetische Induktion ~B.
Im Inneren einer geschlossenen Leiterschleife, welche durch einen Teil des zu ~B ge-
hörenden magnetischen Flusses hindurchgegangen ist, wird ein elektrischer Strom
induziert. Mit anderen Worten, magnetische Pick-ups messen den magnetischen
Fluss durch den in geschlossenen Leiterschleifen induzierten Strom. Der magneti-




~B · d~S , (4.25)
wobei S die Fläche der Leiterschleife ist. Ein typisches magnetisches Pick-up ist in
Abb. 4.7 veranschaulicht. Es besteht aus vier Loopantennen (R, T, L und B), wel-









Abbildung 4.7.: Typisches magnetisches Pick-up-Design. Das Bild wurde in enger
Anlehnung an [6] erstellt.
Die induzierte Spannung U(ω) an einem an die Loopantennen angeschlossenen
Widerstand R lässt sich im Frequenzbereich wie folgt berechnen [6]:















wobei L und M die Selbst- und Gegeninduktivitäten bezeichnen. Ib(ω) steht für
den Strahlstrom im Frequenzbereich.
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4.3 Stripline
Elektrostatische Pick-ups werden im Allgemeinen für Strahlen, deren Länge viel
größer als die Elektrodenlänge ist, verwendet. Wenn nun die Länge der Teilchen-
pakete in der Größenordnung der Elektrodenlänge liegt, führt die endliche Aus-
breitungszeit bei kapazitiven Sensoren zur Verformung des Signals. Darüber hinaus
müssen elektrostatische Pick-ups für kurze Strahlen klein sein und können dement-
sprechend nur eine niedrige Signalstärke liefern. Stripline-Pick-ups sind hingegen
für die Beobachtung kurzer Strahlen sehr gut geeignet, weil die Signalausbreitung








Abbildung 4.8.: Typisches Stripline-Pick-up-Design. Das Bild wurde in Anlehnung an
[54] erstellt.
Ein Stripline-Pick-up (siehe Abb. 4.8) besteht aus einer Übertragungsleitung, deren
Länge in der Größenordnung von einigen cm liegt, mit einer Durchführung an de-
ren beiden Enden mit Impedanzen, welche auf eine Impedanz von 50 Ω angepasst
werden.
Eine detaillierte Funktionsweise von Stripline BPM (Beam Position Monitor, auf
Deutsch Strahlpositionsmonitor) wird in [57, 29] ausführlich beschrieben.
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5 Methoden zur Messung des
quadrupolaren Moments eines
Teilchenstrahls
Wie bereits in der Einleitung erwähnt, geht es in dieser Arbeit unter anderem um
die Entwicklung einer Methode zur Messung der Strahlelliptizität (σ2x−σ2y). Schaut
man die durch die Gleichungen (4.1), (4.5), (4.3) und (4.6) beschriebenen Signale
am Ausgang der Elektroden R, L, T und B (siehe Abb. 4.1) an, erkennt man, dass die
zu messende Information (σ2x −σ2y) am einfachsten aus dem normierten quadru-
polaren Term z2 extrahiert werden kann. Dennoch müssen bestimmte Signalkom-
binationen der Ausgangsspannungen UR, UL , UT und UB durchgeführt werden, um
z2 zu bestimmen und gleichzeitig die anderen vorhandenen Multipolterme zu eli-
minieren. Die zwei bekanntesten Kombinationsmethoden zur Messung des quadru-
polaren Signals, nämlich die difference over sum- und die log ratio-Methode werden
im Abschnitt 5.1 ausführlich beschrieben. Anschließend wird im Abschnitt 5.2 auf
das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren eingegangen.
5.1 Grundlegende Verfahren
5.1.1 Difference over sum
5.1.1.1 Beschreibung und praktische Realisierung der Methode
Die Funktionsweise dieser Methode beruht, wie ihr Name schon verrät, darauf, die
Differenz zwischen den horizontalen und vertikalen Elektrodensignalen zu bilden
und sie durch die Summe aller Plattensignale zu dividieren. Dies hat den Vorteil,
dass das daraus entstehende Signal weder vom Strahlstrom noch von einem Teil
der Elektrodengeometrie abhängt, und führt dementsprechend zu einer einfache-
ren Bestimmung des quadrupolaren Moments.
Das einfachste Vorgehen zur Realisierung der difference over sum in der Praxis be-
steht darin, mit Diodendetektoren die HF-Signale zu messen, um analoge Signale
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zu erzeugen, welche proportional zu den HF-Hüllenamplituden sind. Diese Signa-
le können digitalisiert und dann verarbeitet werden, oder sie können in analogen
Schaltungen verarbeitet werden, um ein∆/Σ (difference over sum )-Signal zu erhal-
ten, welches dann mithilfe einer Analog-Digital-Umwandlung digitalisiert werden
kann [33]. Ein Vorteil des ∆/Σ-Verfahrens liegt darin, dass es auch im Zeitbereich
durchgeführt werden kann, indem man mit einem Spitzenwert-Detektor (z.B. Di-
oden) die Spitzenspannung am Ausgang jeder Elektrode misst. Von allen Verarbei-
tungsverfahren zur Bestimmung des quadrupolaren Signals ist die ∆/Σ-Methode
am einfachsten zu implementieren und somit die beliebteste.
5.1.1.2 Analytische Bestimmung von σ2x −σ2y
Normierte Multipolterme bis zur dritten Ordnung sind mithilfe der Gleichungen
(4.1), (4.3), (4.5) und (4.6) in der nachfolgenden Tabelle zusammengefasst.
R L T B
Monopole 1 1 1 1
Dipole z1x -z1x z1y -z1y
Quadrupole z2 z2 -z2 -z2
Sextupole z3x -z3x -z3y z3y
Tabelle 5.1.: Normierte Multipolterme am Ausgang jeder Elektrode aus den Glei-
chungen (4.1), (4.3), (4.5) und (4.6).
Anhand der Tabelle 5.1 ist deutlich zu erkennen, dass sich z2 am einfachsten aus
der Differenz zwischen der Summe horizontaler Elektrodensignale und der Sum-
me vertikaler Elektrodensignale, geteilt durch die Summe aller Elektrodensignalen,
ergibt:
Ξ∆/Σ =
(UR + UL)− (UT + UB)















wobei UR, UL , UT und UB die Spannungssignale am Ausgang der rechten, linken,
oberen und unteren Platten bezeichnen.
Die durch Gl. (5.1) beschriebene Methode ist in der Beschleunigerphysik als diffe-
rence over sum bekannt. Das quadrupolare Signal Ξ∆/Σ aus dieser Methode ist vom
Strahlstrom ib unabhängig. Darüber hinaus hängt Ξ∆/Σ nicht nur vom quadrupola-
ren Moment (σ2x −σ2y), sondern auch von der Strahlposition ab. Aus Gl. (5.2) lässt












⇒ σ2x −σ2y =
Ξ∆/Σ
S∆/Σ
− x2 − y2 , S∆/Σ = 2 1b2 sin(α)α . (5.3)
wobei S∆/Σ die Sensitivität des quadrupolaren Pick-up ist. Die Strahlposition (x , y)
in Gl. (5.3) kann aus den dipolaren Signalen ∆x und ∆y , welche sich ebenfalls
anhand der Tabelle 5.1 durch die Differenzbildung der Signale der gegenüberlie-































mit S∆x = S∆y der Sensitivität des dipolaren Pick-up. z1x , z1y , z3x und z3y bezeich-
nen die auf den Monopolterm normierten Multipolterme, beschrieben durch die
Gleichungen (4.2) und (4.4). Nachdem x und y aus den Gleichungen (5.5) und
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(5.7) unter Vernachlässigung der sextupolaren Terme z3x und z3y bestimmt und in














5.1.2.1 Beschreibung und praktische Realisierung der Methode
Die Funktionsweise der log ratio-Methode beruht darauf, das Signal am Ausgang
jeder Elektrode logarithmisch zu verstärken, bevor es weiter verarbeitet wird. Die
daraus entstehenden Ausgangssignale lassen sich durch die logarithmische Verstär-
kung der in den Gleichungen (4.1), (4.3), (4.5) und (4.6) beschriebenen Signale
bestimmen. Bei dieser Methode wird an den Ausgang jeder Platte ein logarithmi-
scher Detektor zur Verstärkung des Signals angeschlossen. Danach wird auf die
verstärkten Signale ein Tief- bzw. Bandpassfilter angewandt, um nur die Frequen-
zen von Interesse durchlassen zu können und dementsprechend das Rauschsignal
zu reduzieren. Mithilfe eines Operationsverstärkers wird die Differenz zwischen
log(UR) und log(UT ) durchgeführt, welche log(UR/UT ) ergibt. Das Gleiche wird
auch bei den linken und unteren Elektroden angewandt, um log(UL/UB) zu er-
halten. Anschließend, werden die Signale log(UR/UT ) und log(UL/UB) analog mit
einem passiven Kombinierer wie zum Beispiel dem 1800-Hybrid-Koppler addiert.
Der Vorteil der log ratio-Methode ist der große dynamische Bereich ohne Verstär-
kungsschaltungen [57]. Außerdem weist die log ratio-Technik eine bessere Linea-
rität zur Strahlposition für kreisförmige Strahlpositionsmonitore als die anderen
Methoden auf [41]. Einer der Nachteile dieser Signalverarbeitungsmethode ist die
relativ niedrige Temperaturstabilität [57].
Einer der meist verwendeten logarithmischen Verstärker ist der von der Firma ADC
(Analog Devices Corporation) kommerzialisierte AD640, welcher einen dynami-
schen Bereich bis zu 50 dB im Frequenzbereich von 0 bis 120 MHz liefert [41].
Die Funktionsweise dieses Verstärkers wird in einem Datenblatt in [59] ausführlich
und detailliert dargestellt.
Weitere Details zur praktischen Realisierung der log ratio-Methode können in
[37, 38, 39, 40] nachgelesen werden.
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5.1.2.2 Analytische Bestimmung von σ2x −σ2y
Zunächst wird nur das Signal U logR am Ausgang der rechten Platte R behandelt
und die Signale aus den anderen Elektroden werden dann anolog abgeleitet. In
Anlehnung an [2] wird im Folgenden das Spannungssignal U logR an der rechten
Elektrode ausführlich und detailliert hergeleitet.









1+ z1x + z2 + z3x + · · ·
i





+ 20 · log

1+ z1x + z2 + z3x + · · ·

















Nach der folgenden Formel [34]
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mit anderen Worten, wenn die Summe aller anderen Multipolsignale (Dipole +
Quadrupole+ Sex tupole+ · · · ) kleiner als das Monopolsignal ist, ergibt sich fol-
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Bei der Berechnung von W wurden nur Terme bis zur vierten Ordnung berücksich-
tigt. Wird W nun in die Gleichung (5.9) eingesetzt, ergibt
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Die anderen Elektrodensignale lassen sich analog zur V logR bestimmen:






































z1y − z2 − z3y −
z21y
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Wie bei der difference over sum-Methode ergibt sich auch das quadrupolare Signal
Ξlog aus der Differenz zwischen der Summe horizontaler Elektrodensignale und
















4 z2 − z21x + z21y − 2 z1x · z3x








z2 − z21x − z21y4

























wobei z1x , z1y und z2 durch ihre Werte aus Gln. (4.2) und (4.4) ersetzt wurden.
Anolog zur difference over sum-Methode kann aus Gl. (5.17) unter Vernachlässigung


































wobei Slog die Sensitivität des quadrupolaren Pick-up bezüglich der log ratio-
Methode ist. Wie bei der im Abschnitt 5.1.1 beschriebenen Methode muss auch
bei dieser Methode der Anteil der Strahlposition, welcher sich aus den dipolaren
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Signalen ∆x ,log und ∆y,log bestimmen lässt, vom quadrupolaren Signal abgezogen
werden, um die RMS-Straldimension zu bestimmen:





= U logR − U logL = 40ln(10)
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= U logT − U logB = 40ln(10)
 





































In den obigen Gleichungen stehen S∆x ,log und S∆y,log für die Sensitivitäten des di-
polaren Pick-up in der transversalen Ebene (x , y). Nachdem x und y aus den
Gleichungen (5.20) und (5.21) unter Vernachlässigung des dritten Ordnungsterms

















5.2 Modifizierte log ratio-Methode
5.2.1 Beschreibung des Verfahrens
Anhand der Gleichung (5.17) sieht man, dass für alle Elektrodenwinkel α der Fak-
tor m vor dem Anteil der Strahlposition im quadrupolaren Signal Ξlog kleiner oder
gleich 0.5 ist. Verglichen mit der difference over sum (siehe Gl. (5.2)), wo der Fak-
tor vor dem Anteil der quadratischen Strahlposition den Wert 1 beträgt, ist deut-
lich erkennbar, dass die log ratio-Methode in Bezug auf das quadrupolare Signal
eine niedrigere Abhängigkeit von der Strahlposition liefert und dementsprechend
der Ausgangspunkt für die in dieser Arbeit entwickelte Methode ist. Das Ziel die-
ser Methode besteht darin, durch bestimmte Signalkombinationen den durch die
logarithmische Entwicklung von ln(1+ x) entstandenen Faktor m vor dem quadra-
tischen Anteil der Strahlposition in Gl. (5.17) auf Null zu bringen.
Da die ersten Ordnungsterme z1x und z1y durch die bereits oben erwähnte loga-
rithmische Entwicklung von ln(1 + x) (siehe Gl. (5.16)) zur Entstehung von m
beigetragen haben, werden sie (z1x und z1y) bei dieser Methode so modifiziert,
dass der dadurch sich neue ergebende Faktor m verschwindet. Dies geschieht,
indem zum Ausgangssignal jeder Elektrode ein gewichtetes dipolares Signal mit
dem Gewichtungsfaktor cx bzw. cy addiert wird, wobei mit dipolares Signal das
Signal aus der Differenzbildung der Signale der gegenüberliegenden Elektroden
gemeint ist. Dabei ist zu beachten, dass zum Beispiel das zu dem Ausgangssignal
der rechten Elektrode addierte gewichtete dipolare Signal cx · (UR − UL) von dem
Ausgangssignal der linken Elektrode abgezogen werden muss, damit später bei der
Ausführung der Kombination zur Bestimmung des quadrupolaren Signals die an-
deren Multipolterme verschwinden. Das gilt auch für die vertikalen Platten. Eine


























Abbildung 5.1.: Bildliche Beschreibung der modifizierte log ratio -Methode.
5.2.2 Analytische Bestimmung von σ2x −σ2y
Nachdem das oben erwähnte gewichtete dipolare Signal zu allen Elektrodensigna-
len addiert wurde, ergeben sich:













1+ (1+ 2 cx) z1x + z2 + (1+ 2 cx) z3x + · · ·
i
, (5.23)






























1+ (1+ 2 cy) z1y − z2 − (1+ 2 cy) z3y + · · ·
i
, (5.25)













1− (1+ 2 cy) z1y − z2 + (1+ 2 cy) z3y + · · ·
i
. (5.26)
Die in Gln. (5.23), (5.24), (5.25) und (5.26) in Blau markierten Werte sind die
hinzugefügten gewichteten dipolaren Signale. Nachdem die in diesen Gleichungen
erhaltenen Signale unter Anwendung der ln(1+ x)-Eigenschaft in Gl. (5.10) loga-
rithmisch verstärkt wurden, lässt sich das quadrupolare Signal Ξmod bezüglich der
modifizierte log ratio-Methode anolog wie das der log ratio-Methode bestimmen:
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4 z2 − (1+ 2 cx)2 z21x + (1+ 2 cy)2 z21y
− 2 (1+ 2 cx)2 z1x · z3x − 2 (1+ 2 cy)2 z1y · z3y
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Nun müssen die Gewichtungsfaktoren cx und cy bestimmt werden, so dass mx und
my gleich Null sind.

















Aus der obigen Gleichung sieht man, dass cx und cy erwärtungsgemäß gleich sind,
da das hier analytisch untersuchte Pick-up (siehe Abb. 4.1) symmetrisch bezüglich
der vertikalen und horizontalen Achsen ist. Für einen Elektrodenwinkel von α =
45o zum Beispiel ergeben sich gemäß Gl. (5.30) die Gewichtungsfaktoren cx = cy
= c = 0.1185 und -1.1885. Wenn aber z.B. die Elektrodenbreite in horizontaler
Ebene nicht gleich der in vertikaler Ebene ist, führt dies dazu, dass cx ungleich cy
wird.
Durch geeignete Werte der Verstärkungs- bzw. Dämpfungsfaktoren aus Gl. (5.30)
und unter Vernachlässigung des vierten Ordnungsterms ergibt sich hier bei dieser
Methode ein quadrupolares Signal, das nicht von der Strahlposition abhängt. Die
RMS-Strahldimension σ2x − σ2y lässt sich dann in diesem Fall einfach durch das
Verhältnis von Ξmod zu der Sensitivität des Pick-up, welche in dieser Methode gleich





In Abb. 5.2 ist das mit allen drei Methoden erhaltene quadrupolare Moment für
verschiedene Werte der Strahlposition (x , y) dargestellt. Dieses normierte Moment
wurde erhalten, nachdem zunächst das quadrupolare Signal Ξ gemäß Gleichun-
gen (5.1), (5.15) und (5.27) berechnet und davon der Anteil der Strahlposition
gemäß Gleichungen (5.8), (5.22) und (5.31) abgezogen wurde. Für das obere Bild
wurde die vertikale Position y des Strahls festgehalten, während die auf den Pick-
up-Radius b normierte horizontale Position x/b in einem Bereich von 0 bis 0.25
variiert wurde. Im unteren Bild der Abbildung 5.2 wurde hingegen x konstant ge-
halten und eine Variation der ebenfalls auf b normierten vertikalen Strahlposition
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y/b in einem Bereich von 0 bis 0.25 durchgeführt. Die für das Plotten der Bil-
der verwendeten transversalen Strahldimensionen wurden ebenfalls auf b normiert
und betragen σx/b = 0.15 und σy/b = 0.075, was einem normierten quadrupo-
laren Moment (σ2x − σ2y)/b2 in Höhe von 1.6875 × 10−2 entspricht. In diesen
analytischen Berechnungen wurde der Elektrodenwinkel α = 45o verwendet.








































Abbildung 5.2.: Normiertes quadrupolares Moment (σ2x −σ2y )/b2 als Funktion der
Strahlposition (x , y); σx/b = 0.15, σy/b = 0.075, cx = cy = 0.1885; oben : y/b =
0.05, unten : x/b = 0.05.
Anhand dieser beiden Bilder ist deutlich erkennbar, dass im Bereich der Strahlposi-
tion x (oberes Bild) bzw. y (unteres Bild) von 0 bis ungefähr 0.1b das quadrupolare
Moment für alle drei Methoden gleich dem zu bestimmenden Wert (idealen Wert)
ist und demzufolge nicht von x und y abhängt. Dies lässt sich dadurch erklären,
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dass im erwähnten Bereich von x bzw. y der Anteil des sextupolaren Terms im di-
polaren Signal sowohl in horizontaler als auch in vertikaler Richtung so klein ist,
dass er vernächlässigt werden kann. Demzufolge kann das dipolare Signal in die-
sem Bereich von x , y zwischen 0 und 0.1b als linear zur Strahlposition angesehen
werden, wie man in der untenstehenden Abbildung sehen kann.












Abbildung 5.3.: Horizontales dipolares Signal∆x , berechnet mit der difference over
sum -Methode, als Funktion von x/b; σx/b = 0.15,σy/b = 0.075; y/b = 0.05.
Das dipolare Signal in Abb. 5.3 wurde mithilfe von Gl. (5.5) berechnet.
Darüber hinaus stellt man in Abb. 5.2 fest, dass im Bereich der vertikalen Strahl-
position y bis ungefähr 0.15b die in dieser Arbeit entwickelte Methode, nämlich
die modifizierte log ratio-Methode, die mit der möglichst geringeren Abhängigkeit
von der Strahlposition ist (siehe das untere Bild in Abb. 5.2). Weiterhin sieht man,
dass ab einem bestimmten Wert der Strahlposition das quadrupolare Moment des
Strahls stark von seinem idealen Wert abweicht; der Grund dafür liegt darin, dass
in den Gleichungen (5.8), (5.22) und (5.31) nur der quadratische Term der Strahl-
position (x2, y2) von dem quadrupolaren Signal abgezogen wurde. Der in dieser
Arbeit durch O(1/b4) gekennzeichnete vierte Ordnungsterm wurde nicht eliminiert
und ist die Ursache für die vorhin erwähnte starke Abweichung.
In der Abbildung 5.2 wurde das quadrupolare Signal Ξ bzw. das quadrupolare Mo-
ment für eine feste transversale Strahldimension (σx/b = 0.15, σy/b = 0.075)
in einem variablen Bereich der Strahlposition bestimmt. Im Folgenden wird nun
(σ2x −σ2y)/b2 in einem variablen Bereich der Strahldimension berechnet, während
x und y festgehalten werden.
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(a) x/b = 0.08, y/b = 0.05











































(b) x/b = 0.1, y/b = 0.125
Abbildung 5.4.: Links : berechnete Werte von (σ2x−σ2y )/b2 als Funktion vonσx/σy ,
rechts : relative Abweichungen der berechneten (σ2x −σ2y )/b2-Werte vom idea-
len Wert; σy/b = 0.075.
Für die Berechnung von σ2x − σ2y in der obigen Abbildung wurde die Strahlabla-
ge in den oberen und unteren Bildern so gewählt, dass sie sich zunächst in einem
Bereich befindet, wo das quadrupolare Moment von der Strahlposition unabhängig
ist (siehe Abb. 5.2), und dann in einem Bereich, in dem das Quadrupolmoment
von der Strahlposition abhängt, um zu sehen, ob sich die Ergebnisse in der Abb.
5.2 auch in einem variablen Bereich der Strahldimension bestätigen lassen.
Im linken oberen Bild der Abb. 5.4 steht die berechnete Strahlelliptizität als Funk-
tion von σx/σy , wobei σy 7.5% des Pick-up-Radius b beträgt. Die normierte hori-
zontale Ablage x/b des Strahls beträgt dabei 0.08, während die vertikale Strahlab-
lage y den Wert 0.05b hat. Da die Kurven im linken oberen Bild zu nah beieinander
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liegen, so dass der Unterschied zwischen ihnen unauffällig ist, wurde im rechten
oberen Bild zusätzlich die relative Abweichung der berechneten quadrupolaren Mo-
mente vom wahren Wert von (σ2x − σ2y)/b2 gezeigt. Diese relative Abweichung
bezieht sich hier auf die absolute Abweichung geteilt durch den maximalen Wert
der in Abb. 5.4 durch die schwarze gestrichelte Linie gekennzeichneten idealen
Kurve. Anhand des Bildes der relativen Abweichung sieht man, dass der maximale
relative Fehler in Bezug auf den idealen Wert bei allen drei Methoden unter 1%
liegt. Mit anderen Worten, für den verwendeten Bereich von σx/σy zwischen 1
und 4 liefern alle drei Methoden ein von der Strahlablage unabhängiges quadru-
polares Moment. Das heißt, dass die für das Berechnen des zweiten Moments des
Strahls benutzten transversalen Strahlbreiten (σx/σy) den vierten Ordnungsterm
des entsprechenden quadrupolaren Signals nicht so beeinflussen, denn das berech-
nete (σ2x −σ2y)/b2 im ganzen Bereich von σx/σy in den oberen Bildern der Abb.
5.4 ist gleich dem zweiten Moment (für x/b = 0.08 ) im oberen Bild der Abb. 5.2,
welches aber nur für eine Strahldimension, nämlich σx/σy = 2, berechnet wurde.
Das linke untere Bild in Abb. 5.4 zeigt wie im vorherigen Fall (oberes Bild derselben
Abbildung) das berechnete Quadrupolmoment als Funktion des Verhältnisses von
σx zu σy , dessen relative Abweichung vom idealen Wert im rechten unteren Bild
dargestellt ist. Die Ablage des Strahls in der transversalen Ebene beträgt dabei (
x/b = 0.1, y/b = 0.125 ). Auf dem rechten unteren Bild ist deutlich zu erkennen,
dass der relative Fehler für die gewählte Strahlposition größer ist als der im oberen
Bild. Dies lässt sich mithilfe des unteren Diagramms der Abb. 5.2 erklären; an der
Stelle y/b = 0.125 in diesem Diagramm sind alle Verfahren leicht empfindlich in
Bezug auf die Strahlablage. Weiterhin stellt man fest, dass die modifizierte log ra-
tio-Methode fast im ganzen Bereich der verwendeten Strahlbreite den niedrigeren
relativen Fehler aufweist wie im unteren Bild der Abb. 5.2 an der Stelle y/b =
0.125.
5.2.3 Optimierung des Verfahrens
Wie der Name schon verrät, geht es in diesem Abschnitt darum, das in dieser Arbeit
entwickelte Verfahren, nämlich die modifizierte log ratio-Methode, zu optimieren.
Dies kann durch eine Anpassung der Gewichtungsfaktoren cx und cy geschehen.



































Mit Gl. (5.32) bzw. anhand der Abb. 5.2, sieht man, dass je größer die Strahlablage
wird, desto wichtiger der vierte Ordnungsterm O(1/b4)wird und dementsprechend
nicht mehr vernachlässigbar ist, wie man in der nachstehenden Abbildung sehen
kann, in der der vierte Ordnungsterm des im oberen Diagramm der Abb. 5.2 dar-
gestellten quadrupolaren Moments (modifizierte log ratio) gezeigt wird.












Abbildung 5.5.: Vierter Ordnungsterm des im oberen Diagramm der Abb. 5.2 dar-
gestellten quadrupolaren Moments (σ2x−σ2y )/b2 als Funktion von x/b;σx/σy
= 2 , σy/b = 0.075, y/b = 0.05, cx = cy = 0.1885.
cx = cy = 0.1885 wurde mit Gl. (5.30) bestimmt, so dass mx und my in der Glei-
chung (5.32) verschwinden oder genauer gesagt gleich Null werden.
Schaut man sich nun die ganze Berechnung des quadrupolaren Signals Ξmod an,
welche mit Gl. (5.27) beginnt, stellt man fest, dass der vierte Ordnungsterm sowohl
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von der Strahlablage und Strahldimension als auch von den Verstärkungsfaktoren
cx und cy abhängt. Da diese Faktoren cx und cy auch im vierten Ordnungsterm
stecken, werden sie bei der Optimierung der Methode so gewählt, dass sie nicht
nur den quadratischen Term der Strahlablage (x2, y2), wie das bis jetzt der Fall
war, sondern gleichzeitig auch den vierten Ordnungsterm eliminieren. Dies führt
dazu, dass cx und cy nun von der Strahlposition abhängt. Infolgedessen wird Gl.















Aus Gl. (5.33) lassen sich die Gewichtungsfaktoren als Nullstellen der Funktion P
wie folgt bestimmen:




Für die Optimierung werden sowohl eine Strahldimension als auch ein Bereich von
x/b und y/b definiert werden, in dem das Berechnen des Quadrupolmoments opti-
miert werden soll. Es wird bei der Optimierung angenommen, dass die Strahlablage
in beiden transversalen Ebenen den Wert zwischen 0 und 15% des Pick-up-Radius
hat, d.h. 0 ≤ x/b ≤ 0.15 und 0 ≤ y/b ≤ 0.15. Die Strahlbreiten werden dabei die
Werte σx/b = 0.15 und σy/b = 0.075 besitzen. Da im unteren Bild der Abb. 5.2
die modifizierte log ratio-Methode im y/b-Bereich von 0 bis ungefähr 0.15 ein von
der Strahlposition unabhängiges Quadrupolmoment liefert, wurde demzufolge nur
im x-Bereich eine Optimierung durchgeführt. Betrachtet man nun das obere Dia-
gramm (blaue Kurve) der Abb. 5.2, ist deutlich zu erkennen, dass die berechnete
Strahlelliptizität für den Bereich von x/b zwischen 0 und ungefähr 0.1 konstant
und im Bereich von 0.1 bis 0.15 variant ist. Letzteres wird hier der zu optimieren-
de Bereich. In der folgenden Abbildung ist eine der Nullstellen cx der in Gl. (5.33)
definierten Funktion P für 21 äquidistante Werte von x/b zwischen 0.1 und 0.15
dargestellt.
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Abbildung 5.6.: Gewichtungsfaktor cx (Nullstellen der Funktion P in Gl. (5.33)) als
Funktion von x/b; cy = 0.1885, σx/σy = 2 , σy/b = 0.075, y = 0.
P erhält man, nachdem das quadrupolare Signal gemäß Gl. (5.27) bestimmt und
davon der Anteil Slog · (σ2x −σ2y) abgezogen wurde.
Für die Optimierung des Verfahrens wird der neue cx nun als der arithmetische
Mittelwert aller in Abb. 5.6 veranschaulichten Gewichtungsfaktoren gewählt und
beträgt 0.1735. Zur Berechnung des optimierten Faktors cx wurde als Beispiel das
arithmetische Mittel verwendet. Dennoch können je nach Optimierungswünschen
auch andere Fitting-Mittel benutzt werden, die zu besseren Ergebnissen führen
können. In folgender Abbildung steht das mit der modifizierte log ratio-Methode
berechnete normierte Quadrupolmoment für einmal einen nicht und einmal einen
optimierten Verstärkungsfaktor cx als Funktion der Strahlposition.















































Abbildung 5.7.: Normiertes quadrupolares Moment (σ2x −σ2y )/b2, erhalten mit der
modifizierte log ratio -Methode, als Funktion der Strahlposition; σx/σy = 2 ,
σy/b = 0.075, cy = 0.1885; oben : y/b = 0.05, unten : x/b = 0.05.
Im ersten Diagramm der obenstehenden Abbildung sieht man ganz deutlich, dass
die optimierte Kurve für die verwendete Strahldimension (σx/σy = 2 , σy/b =
0.075) im optimierten Bereich 0.1 ≤ x/b ≤ 0.15 und darüber hinaus erwartungs-
gemäß die niedrigere Abhängigkeit von der Strahlablage im Vergleich zur nicht
optimierten Kurve aufweist. Darüber hinaus erkennt man, dass auch im Bereich
von x , der um etwa 10% kleiner als der Pickup Radius b ist, die optimierte Kurve
die bessere ist. Das zweite Bild zeigt wie erwartet ein fast unverändertes Quadru-
polmoment als Funktion der vertikalen Strahlablage y für die beiden Kurven. Das
liegt daran, dass in y-Richtung keine Optimierung durchgeführt wurde und der für
das Plotten der Kurven verwendete x-Wert schon im Bereich, in dem (σ2x −σ2y)/b2
nicht von x abhängt, liegt.
Die Optimierung des modifizierte log ratio-Verfahrens, welche durch die rote Kurve
in Abb. 5.7 gekennzeichnet ist, wurde nur für eine feste Strahldimension, nämlich
(σx/b = 0.15, σy/b = 0.075), durchgeführt. Dementsprechend kann eine allge-
meine Aussage über den Vergleich zwischen den nicht und den optimierten Fällen
erst getroffen werden, nachdem die Berechnung des quadrupolaren Moments mit
dem optimierten Faktor cx = 0.1735 auch für verschiedene Werte der Strahldimen-
sion durchgeführt wurde. Da die Kurven des Quadrupolmoments als Funktion der
Strahlbreite so nah beieinander liegen, dass der Unterschied zwischen den Kurven
nicht übersichtlich ist, wie das in Abb. 5.4 der Fall ist, wurden in der folgenden
Abbildung stattdessen nur deren relative Abweichungen vom idealen Wert gezeigt.
Dies wurde analog zu der relativen Abweichung berechnet, welche in Abb. 5.4
dargestellt ist.
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(a) x/b = 0.05, y = 0


























(b) x/b = 0.05, y/b = 0.075


























(c) x/b = 0.125, y = 0


























(d) x/b = 0.125, y/b = 0.075
Abbildung 5.8.: Absolutwert der relativen Abweichung des berechneten quadru-
polaren Moments vom idealen Wert in Prozent (%) angegeben; σy/b = 0.075,
cy = 0.1885.
Im Diagramm (a) der Abbildung 5.8 sieht man einen sehr leichten Vorteil der Kur-
ve mit dem nicht optimierten Faktor. Dies lässt sich dadurch erklären, dass für die
verwendete Strahlablage (x/b = 0.05, y = 0) der vierte Ordnungsterm zu ge-
ring und somit vernachlässigbar ist, was in diesem Fall dazu führt, dass nur der
quadratische Term von x vorhanden ist, und dieser kann gemäß Gln. (5.29) und
(5.30) mit dem nicht optimierten Faktor besser eliminiert werden. In den Bildern
(c) und (d), ebenfalls in Abb. 5.8, stellt man fest, dass die rote Kurve im ganzen Be-
reich der benutzten Strahlbreiten ein deutlich besseres Ergebnis liefert. Der Grund
dafür liegt darin, dass die verwendete Strahlposition im Bereich der Optimierung
liegt. Zusammenfassend kann man anhand der Abbildungen 5.7 und 5.8 sagen,
dass der Gewichtungsfaktor cx = 0.1735 ein deutlich besseres Ergebnis liefert, und
dieser wird somit im Rest der Arbeit als der horizontale Verstärkungsfaktor der mo-
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difizierte log ratio-Methode verwendet. Im Folgenden werden nun die optimierte
modifizierte log ratio-Methode und die üblichen Methoden miteinander verglichen.


















modifizierte log ratio (optimiert)
idealer Wert






















modifizierte log ratio (optimiert)
(a) y = 0


















modifizierte log ratio (optimiert)
idealer Wert






















modifizierte log ratio (optimiert)
(b) y/b = 0.05


















modifizierte log ratio (optimiert)
idealer Wert






















modifizierte log ratio (optimiert)
(c) y/b = 0.075
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modifizierte log ratio (optimiert)
(d) y/b = 0.1


















modifizierte log ratio (optimiert)
idealer Wert






















modifizierte log ratio (optimiert)
(e) y/b = 0.125


















modifizierte log ratio (optimiert)
idealer Wert






















modifizierte log ratio (optimiert)
(f) y/b = 0.15
Abbildung 5.9.: Links : (σ2x −σ2y )/b2 als Funktion von x/b, rechts : Absolutwert der
relativen Abweichung der berechneten (σ2x −σ2y )/b2-Werte vom idealen Wert
in Prozent (%) angegeben; σx/b = 0.15, σy/b = 0.075, cx = 0.1735, cy = 0.1885.
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Alle Bilder in Abb. 5.9 zeigen, dass im Bereich von x/b zwischen 0 und 0.15 das
modifizierte log ratio-Verfahren die Methode mit dem geringsten Anteil der Strahl-
position ist. Anders ausgedrückt kann man sagen, dass für einen sich innerhalb
des Quadranten begrenzt durch die Ebenen x = 0, x = 0.15b, y = 0 und y =
0.15b befindenden Strahl das Quadrupolmoment, berechnet mit der modifizier-
te log ratio-Methode, weniger von der Strahlablage abhängt. Der Grund für die
Große Abweichung bei den üblichen Methoden liegt in den dipolaren Signalen ∆x
und ∆y , da diese (dipolare Signale) nicht nur von x bzw. y , sondern auch von
den sextupolaren Termen z3x bzw. z3y , welche bei großen Werten der Strahlablage
nicht mehr vernachlässigbar sind, abhängen (siehe Gln. (5.5) und (5.7) sowie die
unten stehende Abbildung).



























(a) y/b = 0.15





























(b) x/b = 0.15
Abbildung 5.10.: Links : dipolare Signale, berechnet mit der difference over sum -
Methode, als Funktion der Strahlablage; rechts : Absolutwert der relativen Ab-
weichung der berechneten dipolaren Signale von der idealen Kurve; σx/b =
0.15, σy/b = 0.075.
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Bei der modifizierte log ratio-Methode hingegen kann durch die Variation von cx
und cy der Anteil des vierten Ordnungsterms beeinflusst werden, da dieser (vierter
Ordnungsterm) auch von den Gewichtungsfaktoren abhängt. Ferner sieht man an-
hand Abb. 5.9, dass wenn die beiden Koordinaten der Strahlposition gleich sind (x
= y), die traditionellen Methoden erwartungsgemäß dasselbe Ergebnis liefern.
Wie bei der Abbildung 5.7 wurden die Berechnungen in Abb. 5.9 nur für eine kon-
stante Strahldimension durchgeführt. Im Folgenden wird nun der Vergleich aller
drei Methoden für verschiedene Werte von σx vorgenommen, während x und y
konstant gehalten werden. Aus demselben Grund wie bei der Abbildung 5.7 werden
hier nur die relativen Abweichungen des berechneten (σ2x −σ2y)/b2 vom idealen
Wert gezeigt.





















modifizierte log ratio (optimiert)
(a) x/b = 0.05, y/b = 0.025





















modifizierte log ratio (optimiert)
(b) x/b = 0.08, y/b = 0.1





















modifizierte log ratio (optimiert)
(c) x/b = 0.125, y = 0.075





















modifizierte log ratio (optimiert)
(d) x/b = 0.1, y/b = 0.125
Abbildung 5.11.: Absolutwert der mit allen drei Methoden berechneten relativen
Abweichung des quadrupolaren Moments vom idealen Wert als Funktion von
σx/σy ; σy/b = 0.075, cx = 0.1735, cy = 0.1885.
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Das Bild (a) in Abb. 5.11 zeigt aufgrund des relativ kleinen Wertes der Strahlablage
erwartungsgemäß eine niedrigere relative Abweichung der berechneten quadrupo-
laren Momente vom idealen Wert. Alle drei Methoden liefern im ganzen Bereich
der Strahlbreite fast dasselbe Ergebnis. Bei allen anderen Diagrammen stellt man
fest, dass im Bereich der Strahldimension um den bei der Optimierung verwende-
ten Wert σx/σy = 2 und darüber hinaus die in dieser Arbeit entwickelte Methode
das leicht bessere Ergebnis liefert.
In diesem Abschnitt wurden die Optimierungsergebnisse der modifizierte log ratio-
Methode vorgestellt. Dennoch, wie schon ganz oben in diesem Abschnitt erwähnt,
wurde die Bestimmung des quadrupolaren Moments nur für einen bestimmten frei
wählbaren Bereich der Strahlablage, nämlich 0 ≤ x/b ≤ 0.15 und 0 ≤ y/b ≤
0.15, berechnet. In diesem Bereich wurde festgestellt, dass die optimierte Version
des modifizierte log ratio-Verfahrens die bessere Ergebnisse liefert in Bezug auf das
Reduzieren des Anteils der Strahlposition im quadrupolaren Signal bzw. Moment.
Hier ist es wichtig, zu beachten, dass eine Optimierung des in dieser Arbeit ent-
wickelten Verfahrens nur im Bereich der horizontalen Strahlposition durchgeführt
wurde. Eine Optimierung in beiden Richtungen würde jedoch dazu führen, dass die
entwickelte Methode noch besser wird, wie das bei den Simulationen im Kapitel 6
zu sehen ist.
Die analytischen Ergebnisse bzw. Formeln in diesem Kapitel wurden anhand ei-
nes symmetrischen Pick-up-Designs mit den sogenannten Button-Elektroden (siehe
Abb. 4.1) hergeleitet. Dennoch werden in der Praxis öfter auch andere symmetri-










Abbildung 5.12.: Vorderansicht eines weiteren symmetrischen Pick-up-Designs; b =
70 mm, d = 150 mm, Elektrodenlänge l = 210 mm, α = 45o.
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Der einzige Unterschied zwischen solchen Modellen und dem mit den Button-
Elektroden liegt in der Sensitivität des Pick-up, was dazu führt, dass die im Ab-
schnitt 5.2.3 analytisch erhaltenen Gewichtungsfaktoren cx und cy erneut berech-
net werden müssen. Zur Bestimmung von cx und cy für die Abbildung 5.12 wird
zunächst das quadrupolare Signal bezüglich der modifizierte log ratio-Methode, be-













































wobei S∆/Σ und S∆x ,y jeweils für die quadrupolare und dipolare Sensitivitäten des
Pick-up bezüglich der difference over sum-Methode stehen.
Aus Gl. (5.36) kann eine allgemeine Formel zur Bestimmung der Gewichtungsfak-
toren wie folgt abgeleitet werden:











Anhand Gl. (5.37) sieht man ganz deutlich, dass cx und cy im Allgemeinen von
den quadrupolaren und dipolaren Sensitivitäten abhängt. Eine Optimierung der
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Gewichtungsfaktoren für die Abbildung 5.12 kann analog zu der im Abschnitt
5.2.3 durchgeführt werden, wenn die Werte von S∆/Σ und S∆x ,y bekannt sind.
Diese Werte können numerisch bestimmt werden, wie man im zweiten Teil des
nächsten Kapitels sehen wird.
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6 Simulationen und Ergebnisse
In dieser Arbeit wurden drei verschiedene Pick-up-Designs, nämlich ein symme-
trisches kreisförmiges Pick-up, der im SIS-18 der GSI installierte asymmetrische
Strahlpositionsmonitor und die sogenannte Shoe-Box-Struktur ebenfalls von GSI
numerisch mit den 3D-Feldsimulationsprogrammen CST EMS und CST PS [3] un-
tersucht und die Simulationsergebnisse werden in diesem Kapitel vorgestellt. Eine
Einführung in diese Feldsimulatoren wird Bestandteil des ersten Abschnitts die-
ses Kapitels sein, während im Abschnitt 6.2 die Simulationsergebnisse der oben
erwähnten Pick-up-Modelle präsentiert werden. Da es bei dem in dieser Arbeit si-
mulierten symmetrischen Pick-up nur darum geht, dessen Simulationsergebnisse
mit den Ergebnissen der analytischen Untersuchungen zu vergleichen, wurde die-
ses Pick-up-Modell dementsprechend nur mit dem elektrostatischen Löser von CST
EM Studio untersucht. Die asymmetrische Struktur hingegen ist, wie bereits oben
erwähnt, ein im SIS-18 der GSI angebautes Pick-up und wurde daher mit allen
drei Programmen simuliert. Da die mit dem PIC-Löser vom CST Particle Studio
erhaltenen Ergebnisse ohne äußere Beschaltung untersucht wurden, widmet sich
der letzte Abschnitt dieses Kapitels der Untersuchung des Frequenzverhaltens ei-
nes realen Verstärkers und dessen Einfluss auf die mit Particle Studio erhaltenen
Simulationsergebnisse. In diesem Abschnitt werden die mit dem Netzwerksimula-
tionsprogramm CST Design Studio erhaltenen Ergebnisse vorgestellt.
6.1 Einleitung zur 3D-Simulationssoftware CST
6.1.1 CST EM Studio
CST EM Studio ist ein Software-Paket für die elektromagnetische Untersuchung
und den Entwurf von elektrostatischem, magnetostatischem, stationärem Strom
und niederfrequenten Anordnungen. Die Software enthält fünf verschiedene Löser
[3]:
1) Elektrostatischer Löser ,
2) Magnetostatischer Löser ,
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3) Stationärer Strom Löser ,
4) Niederfrequenter Frequenzbereich Löser ,
5) Niederfrequenter Zeitbereich Löser .
Die meisten Löser unterstützen zwei unterschiedliche Diskretisierungsarten:
• die tetraedrische Diskretisierung, die durch eine Oberflächen-Diskretisierung
eine explizite Darstellung der Geometrie und Material-Trennfläche liefert.
Diese Geometrie-Auflösung wird während einer adaptiven Diskretisierungs-
Verfeinerung (adaptive mesh) ständig verbessert.
• die hexaedrische Diskretisierung, bei der die Material-Trennfläche und Ob-
jekte nicht durch Oberflächenmeshzellen wie bei der tetraedrischen Diskreti-
sierungsart, sondern durch Volumenmeshzellen dargestellt sind. Demzufolge
ist dieser Algorithmus sehr robust und Diskretisierungen können sogar für
sehr komplexe CAD-Geometrien erzeugt werden.
Der elektrostatische Löser kann auf elektrostatische und quasi-elektrostatische Pro-
bleme angewandt werden wie zum Beispiel Hochspannungsgeräte, Schaltanlagen,
MEMS, Kondensatoren bzw. kapazitive Anordnungen [42] und wurde daher in die-
ser Arbeit verwendet. Eine adaptive Mesh-Verfeinerung ist für die durch diesen
Löser unterstützten beiden Diskretisierungsarten vorhanden. Es gibt verschiedene
Anregungsarten, unter anderem fixed- und floating-Potentialen sowie Ladungen auf
metallische und dielektrische Objekte.
6.1.2 CST Particle Studio
CST PS (Particle Studio) ist ein Software-Paket für die elektromagnetische Unter-
suchung und den Entwurf von elektromagnetischen Komponenten zur Beschleu-
nigung und Ablenkung von elektrisch geladenen Teilchenstrahlen. Diese Software
bietet drei verschiedene Löser zur Berechnung elektromagnetischer Felder und Un-
tersuchung der Teilchendynamik [3]:
1) Zeitbereich Wakefield Simulator ,
2) Zeitbereich PIC (Particle-In-Cell)-Löser ,
3) Particle Tracking Löser .
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Der im Zeitbereich arbeitende PIC-Löser ist der aufwendigste der drei oben er-
wähnten PS Löser. Die gegenseitige Kopplung zwischen den Teilchen und elek-
tromagnetischen Feldern wird in diesem selbstkonsistenten Teilchen-in-Zelle-Code
berücksichtigt. Mit mehreren Emissionsmodellen wie DC, Reihe von Gaußstrahlen,
Feldemission und benutzerdefinierten Emissionen kann praktisch jede Partikelquel-
le modelliert werden. Es gibt beim PIC-Löser viele Anregungsarten, unter anderem
Teilchen auf einem PEC (Perfect Electric Conductor)-Objekt sowie Teilchen auf einer
beliebigen Fläche. Letzteres wurde hier bei den Simulationen verwendet.
6.2 Simulationen ohne äußere Beschaltung
In diesem Abschnitt werden alle Modelle ideal, d.h. ohne äußere Beschaltung (wie
z.B. Verstärker, Filter, usw.) untersucht.










Abbildung 6.1.: Vorderansicht des simulierten symmetrischen Pick-up-Designs; b =
70 mm, d = 150 mm, Elektrodenlänge l = 210 mm, α = 45o.
Das in Abb. 6.1 dargestellte Modell wurde mithilfe des elektrostatischen Lösers von
CST EMS simuliert. Die Ergebnisse der durchgeführten Simulationen werden dann
mit denen aus den analytischen Untersuchungen verglichen. Für die Simulation
wurde der Strahl durch einen elektrisch leitenden elliptischen Zylinder mit den
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Radien (σx ,σy) modelliert (siehe Abb. 6.2) und die Parameter des analytischen
Modells, wie die anguläre Elektrodenbreite α = 45o, wurden hier übernommen.
Was die Anregung angeht, kann auf die Oberfläche des Zylinders entweder ein fes-
tes Potential oder eine Ladungsverteilung mit einer festen Ladung angelegt werden,
was bei der Berechnung des normierten quadrupolaren Signals gemäß Gleichnun-
gen (5.1) und (5.15) zu demselben Ergebnis führt. Hier wurde für die Anregung
ein Potential von 1 V und auf alle vier Elektroden ein Floating Potential definiert.
Das Strahlrohr wurde dabei als Masse gewählt und die Simulation wurde mit der
adaptiven Meshverfeinerung der klassischen tetraedrischen Diskretisierung durch-
geführt. Die unten stehende Abbildung zeigt das Pick-up-Design aus CST EMS. Das
rot gekennzeichnete Objekt in der Abbildung ist der modellierte Strahl.
Abbildung 6.2.: Pick-up-Design aus CST EMS; links : perspektivische Ansicht, rechts :
Vorderansicht.
Nachdem die Sensitivitäten der quadrupolaren bzw. dipolaren Signale bezüglich
der difference over sum-Methode numerisch bestimmt (siehe Anhang A.1) und in
die Gl. (5.37) eingesetzt wurden, ergeben sich cx = cy = 0.213. Dieser Wert ist er-
forderlich, um zu wissen, in welchem Bereich von cx und cy ein Parameter Sweep
bei der Simulation vorgenommen werden soll. Wie bei den analytischen Untersu-
chungen auf der Seite 70 wurde hier eine Optimierung von cx und cy im Bereich
der horizontalen bzw. vertikalen Strahlposition zwischen 0.1b und 0.15b durch-
geführt. Aus dieser Optimierung ergaben sich cx = 0.2017 und cy = 0.2066. Die
detaillierte Vorgehensweise der Optimierung von cx ist im Anhang A.2 zu finden.
Die folgende Abbildung zeigt das mit allen drei Methoden berechnete quadrupolare
Moment als Funktion der Strahlposition. Dieses normierte Moment (σ2x −σ2y)/b2
wurde gemäß Gln. (5.8), (5.22) und (6.6) erhalten, nachdem die an den Elektro-
den induzierten Spannungen UR, UT , UL und UB numerisch mit CST EMS bestimmt
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und in die entsprechenden Gleichungen zur Bestimmung des quadrupolaren Si-
gnals und der dipolaren Signale eingesetzt wurden.











































(a) y = 0











































(b) y/b = 0.05











































(c) y/b = 0.075
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(d) y/b = 0.1











































(e) y/b = 0.125











































(f) y/b = 0.15
Abbildung 6.3.: Links : (σ2x −σ2y )/b2 als Funktion von x/b, rechts : Absolutwert der
relativen Abweichung der berechneten (σ2x −σ2y )/b2-Werte vom idealen Wert;
σx/b = 0.15, σy/b = 0.075, cx = 0.2017, cy = 0.2066.
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Der Absolutwert der relativen Abweichung des berechneten Quadrupolmoments
vom idealen Wert ist in der folgenden Abbildung als Funktion von σx/σy veran-
schaulicht.






















(a) x/b = 0.05, y/b = 0.025






















(b) x/b = 0.08, y/b = 0.1






















(c) x/b = 0.125, y = 0.075






















(d) x/b = 0.1, y/b = 0.125
Abbildung 6.4.: Absolutwert der relativen Abweichung des quadrupolaren Mo-
ments vom idealen Wert, berechnet mit allen drei Methoden; σy/b = 0.075,
cx = 0.2017, cy = 0.2066.
Vergleicht man alle Diagramme in den beiden oben liegenden Abbildungen mit de-
nen in den Abbildungen 5.9 und 5.11, stellt man fest, dass eine sehr gute Überein-
stimmung zwischen den analytischen und den numerischen Ergebnissen in Bezug
auf die Form der Kurven vorliegt. Wie bei den analytischen Untersuchungen sieht
man in Abb. 6.3, dass wenn die beiden Koordinaten der Strahlposition gleich sind
(x = y), die traditionellen Methoden erwartungsgemäß dasselbe Ergebnis liefern.
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6.2.2 Asymmetrisches Pick-up
Das in Abb. 6.5 dargestellte Pick-up-Design wurde hier mit dem elektrostatischen
Löser simuliert, um die Eigenschaften der Struktur als quadrupolares Pick-up zu













Abbildung 6.5.: Vorderansicht des simulierten asymmetrischen Pick-up-Designs; a =
35.3 mm, b = 100.3 mm, c = 60 mm, d = 150 mm, e = 62.5 mm, h = 32 mm,
Elektrodenlänge l = 210 mm, Strahlrohrlänge ls = 296 mm [4].
R, T, L und B in der obigen Abbildung stehen für die rechte, obere, linke und untere
Elektroden.
6.2.2.1 Bestimmung der Pick-up-Eigenschaften
Da für den typischen SIS-18-Betrieb die Strahllänge viel größer ist als die Elek-
trodenlänge l (l = 210 mm), kann die Anordnung demzufolge auf ein 2D-Problem
reduziert werden und deren Eigenschaften, unter anderem die Pick-up-Sensitivität,
sowie die Gewichtungsfaktoren aus Gl. (5.30) können elektrostatisch mit dem elek-
trostatischen Löser von CST EM Studio bestimmt werden. Der entscheidende Vor-
teil dieses Lösers gegenüber dem PIC-Löser von CST PS ist die wesentlich geringere
Simulationszeit.
Der Strahl in Abb. 6.5 hat die transversalen Halbbreiten (σx ,σy) und befindet sich
in einer transversalen Position (x , y).
Zunächst wurde das Pick-up für verschiedene Werte der Strahlbreiten simuliert,
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um zu sehen, ob das Pick-up überhaupt sensitiv zum Quadrupolmonent des Strahls
ist. Für die Simulation wurde der Strahl wie bei dem symmetrischen Pick-up durch
einen elektrisch leitenden elliptischen Zylinder mit den Radien (σx ,σy) model-
liert. Die Anregung erfolgte analog der im vorherigen Abschnitt. Die nachstehende
Abbildung zeigt das quadrupolare Signal Ξ für einen in der Mitte des Strahlroh-
res liegenden Strahl als Funktion der Strahlbreite. Für den SIS-18-Betrieb soll die
transversale Strahldimension um bis 50% von der Breite (σx = 15 mm, σy = 7.5
mm) variiert werden.













Abbildung 6.6.: Quadrupolares Signal Ξ für einen zentrierten Strahl als Funktion
der Strahlbreite; oben : Ξ als Funktion von σx/σy , σy/b = 0.075; unten : Ξ als
Funktion von σy/σx , σx/b = 0.15, b = 100.3 mm.
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Das in Abb. 6.6 dargestellte quadrupolare Signal Ξ wurde mit der difference over
sum-Methode
Ξ =
(UR + UL)− (UT + UB)
UR + UL + UT + UB
(6.1)
erhalten, nachdem die an den Platten induzierten Spannungen UR, UL , UT und UB
numerisch mit CST EMS bestimmt wurden.
Das quadrupolare Signal im oberen Diagramm der Abb. 6.6 wurde für einen Be-
reich der Strahlelliptizität so berechnet, dass die transversale horizontale Strahl-
breite σx/b von 0.075 bis 0.25 variiert, während σy konstant festgehalten wurde.
Im unteren Bild hingegen wurde die vertikale Strahlbreite σy/b von 0.05 bis 0.15
variiert, während σx/b = 0.15.
In den beiden Bildern in Abb. 6.6 kann man deutlich erkennen, dass Ξ von der
Strahlbreite abhängt. Anders ausgedrückt ist das Pick-up sensitiv gegenüber dem
quadrupolaren Signal, welches sich im Allgemeinen als Funktion des quadrupo-
laren Moments für den simulierten Bereich der Strahlbreite wie folgt darstellen
lassen kann:
Ξ = S · (σ2x −σ2y) + Ξ0 , (6.2)
wobei S die Sensitivität des Pick-up ist und Ξ0 der Wert des quadrupolaren Si-
gnals für einen runden und zentrierten Strahl, welcher bei symmetrischen Anord-
nungen gleich Null ist. Da die untersuchte Struktur asymmetrisch ist, ergibt sich
dementsprechend ein Ξ0 ungleich Null, wie das im oberen Diagramm der Abb. 6.6
(Ξ(σx = σy)) zu sehen ist.
Mit der Methode der linearen Regression wurden anhand eines der Bilder in Abb.
6.6 die Sensitivität S und Ξ0
S = 6.65× 10−5 (1/mm2) , Ξ0 = − 0.3072 (6.3)
mit einem Determinationskoeffizient R2 = 0.997 bestimmt. Aufgrund dessen hö-
herer Anzahl simulierter σx -Werte, wurde für die Bestimmung von S das obere
Diagramm der Abbildung 6.6 bevorzugt. Da der Determinationskoeffizient R2 bei
ungefähr 1 liegt, kann man sagen, dass im Bereich der simulierten σx und σy
das Pick-up bzw. das aus diesem Pick-up erhaltene quadrupolare Signal linear zu
σ2x −σ2y ist.
Die Simulation des in Abb. 6.6 dargestellten quadrupolaren Signals wurde für einen
zentrierten Strahl (x = y = 0) durchgeführt. Die folgende Abbildung zeigt nun das
quadrupolare Signal für einen runden Strahl (σx = σy = 7.5 mm) als Funktion
der Strahlablage. Für den SIS-18-Betrieb sollen die Werte der Strahlablage (x , y)
zwischen 0 und 10 mm vaiiert werden.
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Abbildung 6.7.: Quadrupolares Signal als Funktion der Strahlablage; σx = σy = 7.5
mm, b = 100.3 mm; oben : y = 0, unten : x = 0.
Die obige Abbildung zeigt, dass das quadrupolare Signal auch von der Strahlpo-
sition abhängt. Mit anderen Worten, je höher die Strahlablage x in horizontaler
Richtung wird, desto höher wird Ξ. Weiterhin stellt man fest, dass je höher y wird,
desto kleiner das quadrupolare Signal wird. Aus diesen Erkenntnissen kann der
untersuchte asymmetrische Strahlpositionsmonitor als quadrupolares Pick-up für
den simulierten Bereich der Strahlbreiten, welche in diesem Fall den Radien des
als Strahl modellierten elliptischen Zylinders entsprechen, und unter Vernachlässi-
gung der höheren Ordnungsterme wie folgt charakterisiert werden:
Ξ = S ·
h
(σ2x −σ2y) + n · (x2 − y2)
i
− 0.3072 , (6.4)
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wobei S = 6.65 × 10−5/mm2 die Sensitivität des Pick-up bezüglich der Radien des
elliptischen Zylinders ist und n ≈ 2. Nun bezüglich der RMS-Strahldimensionen,
welche bei elliptischen Strahlformen gleich den geometrischen Breiten der Ellipse
geteilt durch Wurzel 2 ist [53, 55, 56], beträgt die Sensitivität S ungefähr 2*6.65
× 10−5/mm2 = 1.3 × 10−4/mm2.
Das Pick-up kann analog zur Gl. (6.4) auch bezüglich der log ratio-Methode cha-
rakterisiert werden:
Ξlog = Slog ·
h
(σ2x −σ2y) + (nx · x2 − ny · y2)
i
− 11.026 , (6.5)
mit Slog = 25.27 × 10−4 dB/mm2 der Sensitivität ebenfalls bezüglich der Radien
des elliptischen Zylinders.
Im ersten Teil dieses Abschnitts wurde mithilfe des elektrostatischen Lösers von
CST EMS festgestellt, dass das in Abb. 6.5 veranschaulichte Pick-up sensitiv zur
Strahlbreite und darüber hinaus linear zu den simulierten Werten des quadrupola-
ren Moments (σ2x−σ2y) ist. Aus diesen Erkenntnissen folgt, dass dieser Strahlpositi-
onsmonitor als quadrupolares Pick-up mit den berechneten Sensitivitäten betrieben
werden kann.
Berechnung von σ2x −σ2y mit dem elektrostatischen Löser
Die modifizierte log ratio-Methode wurde an diesem Modell getestet und deren Er-
gebnisse werden im Folgenden mit denen der traditionellen Signalverarbeitungs-
methoden verglichen. Da das log ratio-Verfahren der Ausgangspunkt für die in
dieser Arbeit entwickelte Methode ist, wird zunächst in folgender Abbildung das
quadupolare Signal bezüglich dieser Methode dargestellt.


















Abbildung 6.8.: Quadrupolares Signal, erhalten mit der log ratio -Methode, als Funk-
tion der Strahlposition; σx/b = 0.15 , σy/b = 0.075; oben : y = 0, unten : x = 0.
Anhand der beiden Bilder in der oben liegenden Abbildung ist deutlich erkennbar,
dass im Bereich der Strahlposition x , y , kleiner als 5% des horizontalen Pick-up-
Radius b, das quadrupolare Signal sich maximal um 1% ändert. Aus diesem Grund
werden die Gewichtungsfaktoren cx und cy nur im Bereich von x/b, und y/b zwi-
schen 0.05 und 0.1 optimiert. cx und cy können auch bei diesem Modell mithilfe
von Gl. (5.37) bestimmt werden, nachdem die Sensitivitäten S∆/Σ, S∆x und S∆y
numerisch berechnet wurden. Die Optimierung von cx und cy wurde analog zum
symmetrischen Pick-up-Modell numerisch mithilfe von CST EMS durchgeführt, wo-
bei die im Abschnitt 5.2 beschriebene modifizierte log ratio-Methode verwendet
wird. Das daraus resultierende quadrupolare Signal kann ausgehend von Gl. (6.5)
unter Berücksichtigung des vierten Ordnungsterms folgendermaßen ausgedrückt
werden:
Ξmod = Slog ·





wobei die neuen Vorfaktoren nx ,mod und ny,mod die Gewichtungsfaktoren cx bzw. cy
enthalten. Bei der Bestimmung von cx wurde der Strahl nur entlang der horizonta-
len Achse bewegt, d.h. y = 0. Für jeden Wert von x wird dann ein cx bestimmt, so
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dass der Term M in Gl. (6.6) verschwindet. In folgender Abbildung werden cx und
cy für jeweils fünf Werte der horizontalen und vertikalen Strahlablage gezeigt.
















Abbildung 6.9.: Gewichtungsfaktoren cx und cy (Nullstellen der Funktion M in Gl.
(6.6)) als Funktion der Strahlposition; σx/σy = 2 , σy/b = 0.075, b = 100.3 mm;
links : cx als Funktion von x , y = 0, rechts : cy als Funktion von y , x = 0.
Aus den Bildern in der obenstehenden Abbildung wurden cx = 0.4719 und
cy = 0.1177 als arithmetische Mittelwerte aller geplotteten Gewichtungsfaktoren
bestimmt.
Das in Abb. 6.10 dargestellte normierte quadrupolare Moment (σ2x −σ2y)/b2 wur-
de mit allen drei Methoden gemäß Gln. (5.8), (5.22) und (6.6) erhalten, nachdem
die an den Elektroden induzierten Spannungen UR, UT , UL und UB numerisch mit
CST EMS bestimmt und in die entsprechenden Gleichungen zur Bestimmung des
quadrupolaren Signals und der dipolaren Signale eingesetzt wurden. Dabei ist zu
beachten, dass sich σx und σy , wie bei der Simulation des symmetrischen Pick-up-
Designs im ersten Abschnitt dieses Kapitels, ebenfalls auf die geometrische Breite
des Strahls beziehen, welche bei der Simulation durch die Radien eines ellipti-
schen Zylinders repräsentiert wurden. Das zu bestimmende quadrupolare Moment
bezüglich dieser Zylinderradien beträgt 1.6875 × 10−2 und ist in der nachstehen-
den Abbildung durch die schwarze gestrichelte Linie gekennzeichnet.
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(a) y = 0












































(b) y = 2.5 mm ≡ y/a ≈ 0.07












































(c) y = 5 mm ≡ y/a ≈ 0.14
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(d) y = 7.5 mm ≡ y/a ≈ 0.21












































(e) y = 10 mm ≡ y/a ≈ 0.28
Abbildung 6.10.: Links : (σ2x−σ2y )/b2 als Funktion von x/b, rechts : Absolutwert der
relativen Abweichung der berechneten (σ2x −σ2y )/b2-Werte vom idealen Wert;
σx/b = 0.15,σy/b = 0.075, cx = 0.4719, cy = 0.1177, a = 35.3 mm, b = 100.3 mm.
Anhand der Bilder in der obigen Abbildung stellt man fest, dass für einen Strahl,
der sich innerhalb des Quadranten begrenzt durch die Ebenen x = 0, x = 0.1b, y =
0 und y = 0.1b befindet, die modifizierte log ratio-Methode das Quadrupolmoment
mit der geringsten Abhängigkeit von der Strahlposition liefert. Die maximale relati-
ve Abweichung des berechneten quadrupolaren Moments im untersuchten Bereich
der Strahlposition liegt bei der modifizierte log ratio-Methode bei ungefähr 5%,
während diese bei den traditionellen Verfahren ca. 13% beträgt. Die große Ab-
weichung bei den üblichen Methoden lässt sich physikalisch folgermaßen erklären:
betrachtet man zum Beispiel die rechte Elektrode in Abb. 6.11, erkennt man, dass diese
nicht kreisförmig, wie das bei den analytischen Untersuchungen der Fall war, sondern
eine annähernde elliptische Form aufweist. Dies führt dazu, dass die Einwirkung des
95
elektrischen Feldes auf die Platte schon bei der Elektrodenecke anfängt, welche in der












Abbildung 6.11.: Vorderansicht des Pick-up-Designs mit dem eingezeichneten Ab-
stand s; a = 35.3 mm, b = 100.3 mm, s = 50 mm.
Nun für einen Wert der Strahlposition x/b = 0.075 (x = 7.5 mm, y = 0 ) zum
Beispiel ergibt sich ein x/s-Verhältnis von ungefähr 0.15. Diese Erklärung gilt auch
für die vertikalen Elektroden. Für y = 7.5 mm zum Beispiel ergibt sich ein y/a-
Verhältnis von ungefähr 0.21, welches bei den analytischen Berechnungen zu einer
starken Abweichung der üblichen Methoden führt. Je höher die vertikale Koordinate
der Strahlablage wird, desto höher wird wie bei der Theorie die relative Abweichung
vom idealen Wert (siehe Abb. 5.9). Anders ausgedrückt führen die großen Werte von
x bzw. y , wie bereits bei den analytischen Untersuchungen gezeigt, zu einer Nichtli-
nearität der dipolaren Signale in Bezug auf die Strahlposition, wie man in Abb. 6.12
sehen kann.
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(a) y/b = 0.05






























(b) x/b = 0.05
Abbildung 6.12.: Simulationswerte der dipolaren Signale aus dem in Abb. 6.5 dar-
gestellten asymmetrischen Pick-up-Modell; oben : horizontales dipolares Signal
∆x und dessen Abweichung von der idealen Kurve als Funktion von x/b, un-
ten : vertikales dipolares Signal ∆y und dessen Abweichung von der idealen
Kurve als Funktion von y/b. σx = 15 mm, σy = 7.5 mm.
Die in der oben liegenden Abbildung dargestellten dipolaren Signale ∆x und ∆y
wurden gemäß Gln. (5.4) und (5.6) erhalten, nachdem die Werte der Spannungen
an den Elektroden numerisch mit CST EMS bestimmt wurden. Für die Simulation
wurden σx = 15 mm und σy = 7.5 mm verwendet.
Im Folgenden wird nun der Vergleich aller drei Methoden für verschiedene Werte
von σx und σy vorgenommen, während x und y konstant gehalten werden. Aus
demselben Grund wie bei der Abbildung 5.8 werden hier nur die relativen Abwei-
chungen des berechneten (σ2x − σ2y)/b2 vom idealen Wert gezeigt, welcher hier
den Wert 1.6875 × 10−2 hat. Diese relative Abweichung wie die in den Abbildun-
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gen 5.8, 5.10, 5.11, 6.4 und 6.12 bezieht sich auf die absolute Abweichung geteilt
durch den maximalen Wert der idealen Kurve.






















(a) σy/b = 0.075






















(b) σx/b = 0.15






















(c) σy/b = 0.075






















(d) σx/b = 0.15
Abbildung 6.13.: Absolutwert der relativen Abweichung des quadrupolaren Mo-
ments vom idealen Wert, erhalten mit allen drei Methoden; cx = 0.4719, cy =
0.1177; oben : x/b = 0.025, y/b = 0.035; unten : x/b = 0.075, y/b = 0.06; b =
100.3 mm.
Die Bilder (a) und (b) in der obenstehenden Abbildung zeigen aufgrund des relativ
kleinen Wertes der Strahlablage (x = 2.5 mm, y = 3.5 mm) erwartungsgemäß
eine nie-drigere relative Abweichung vom idealen Wert. Im ganzen Bereich der si-
mulierten Strahlbreiten liefern alle drei Methoden fast dasselbe Ergebnis. Bei den
unteren Diagrammen ist jedoch festzustellen, dass im Bereich der Strahldimensio-
nen für den SIS-18-Betrieb, nämlich 7.5 mm ≤ σx ≤ 22.5 mm und 5 mm ≤ σy ≤
11 mm, die modifizierte log ratio-Methode das bessere Ergebnis liefert.
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6.2.2.2 Untersuchung des Frequenzverhaltens des Pick-up
In diesem Abschnitt wird mit dem PIC-Löser von CST PS die in Abb. 6.5 darge-
stellte Struktur simuliert. Das quadrupolare Signal bzw. die Sensitivität soll für
den SIS-18-Betrieb im Frequenzbereich von 10 kHz bis 10 MHz untersucht wer-
den. Dementsprechend werden alle vier Elektroden mit einem Widerstand R = 1
MΩ abgeschlossen, um eine niedrige 3-dB-Grenzfrequenz fg der Platten zu erzie-
len. Um fg gemäß Gl. (4.17) zu berechnen, braucht man die Eigenkapazitäten der
Elektroden, welche sich mit dem elektrostatischen Löser durch die Kapazitätsmatrix
der gesamten Anordnung berechnen lassen können, wie im Folgenden gezeigt wird.
Berechnung der Eigenkapazitäten der Elektroden
Für die Berechnung der Kapazitätsmatrix wurden auf alle vier Platten feste Poten-
tiale angelegt, während das Strahlrohr auf die Masse gesetzt wurde.
Abbildung 6.14.: Pick-up-Design zur Berechnung der Kapazitätsmatrix, aus CST
EMS.
Die verschiedenen Farben auf den Elektroden in der obigen Abbildung kennzeich-
nen die Werte der angelegten Potentiale:
• rechte Platte R (Blau) : 1 V ,
• obere Platte T (Grün) : 2 V ,
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• linke Platte L (Schwarz) : 3 V ,
• untere Platte B (Rot) : 4 V .
Die berechnete Kapazitätsmatrix der Anordnung bezüglich der Masse ist in der fol-
genden Tabelle zusammengefasst. Ausgehend von der Kapazitätsmatrix einer sym-
metrischen Anordnung (siehe Gl. (4.12)) können die Eigenkapazitäten CR, CT , CL
und CB der vier Elektroden aus den positiven Werten der Diagonalen in der Tabelle
6.1 abgeleitet werden:
CR = CL = 16.4 pF , CT = CB = 10.3 pF . (6.7)
R T L B
R 16.4 pF -3.06 pF -0.178 pF -3.06 pF
T -3.06 pF 10.3 pF -3.06 pF -0.95 pF
L -0.178 pF -3.06 pF 16.4 pF -3.06 pF
B -3.06 pF -0.95 pF -3.06 pF 10.3 pF
Tabelle 6.1.: Kapazitätsmatrix des Pick-up-Designs.
Mit den Werten der Eigenkapazitäten aus Gl. (6.7) ergeben sich nun die 3-dB-




= 9.7 kHz , fgT,B =
1
2piRCT
= 15.45 kHz . (6.8)
Pick-up-Design und Angeregter Strahlstrom im PIC-Löser
In Abb. 6.15 ist das mit dem PIC-Löser von CST PS entworfene Pick-up-Design
gemäß den Dimensionen in Abb. 6.5 zu sehen. Die Koaxialleitungen wurden dabei
so dimensioniert, dass die Leitungsimpedanz der Realität entspricht, nämlich 50
Ω, und die höheren Moden der Leitung nicht ausbreitungsfähig sind. Mit anderen
Worten soll in den Koaxialkabeln nur der Grundmode, nämlich die TEM-Welle,
propagiert werden.
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Abbildung 6.15.: Perspektivische Ansicht des Pick-up-Designs aus CST PS.
Am Ausgang jeder Platte wurden der Innen- und der Außenleiter mit einem
Lumped-Element verbunden, dessen Impedanz den Wert 1 MΩ besitzt. An die-
sen Abschlussimpedanzen werden später die Spannungssignale UR, UT , UL und
UB bestimmt.
Für die Simulation wurde der in folgender Abbildung dargestellte Strahlstrom an-
geregt. Da das quadrupolare Signal gemäß Gl. (5.1) auf das Sum-Signal (Summe
aller Elektrodensignale) normiert ist und folglich nicht von dem Strahlstrom, wel-
cher für den SIS-18-Betrieb über 10 m lang ist, abhängt, handelt es sich hier bei
diesem Strahlstrom nur um angeregte Frequenzen.
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Abbildung 6.16.: Angeregter Strahlstrom Ib; links : im Zeitbereich, rechts : im Fre-
quenzbreich.
In den Abbildungen 6.16 und 6.17 steht t für die Zeit und f für die Frequenz.
Das Bild in der folgenden Abbildung zeigt alle vier Ausgangsspannungssignale im
Zeitbereich, erzeugt durch einen zentrierten Strahl der Breite σx = 15 mm und σy
= 7.5 mm.











Abbildung 6.17.: Spannungssignale am Ausgang aller Elektroden als Funktion der
Zeit t; σx = 15 mm, σy = 7.5 mm, x = y = 0.
Anhand dieses Diagramms ist deutlich zu erkennen, dass die am hochohmigen Ab-
schlusswiderstand (1 MΩ) bestimmten Spannungen erwartungsgemäß die gleiche
Form haben wie der angeregte Strahlstrom (siehe Abb. 6.16). Darüber hinaus sieht
man, dass die vertikalen Elektroden ebenfalls wie erwartet das Signal mit der grö-
ßeren Amplitude liefern als die horizontalen Platten. Dies liegt darin, dass der verti-
kale Pick-up-Radius (a = 35.3 mm) kleiner ist als der horizontalen Pick-up-Radius
102
(b = 100.3 mm).
Quadrupolares Signal im Frequenzbereich
Das quadrupolare Signal Ξ(ω) im Frequenzbereich, welches mithilfe der Amplitu-
den der Fast Fourier transformierten Ausgangsspannungssignale bestimmt wurde,
ist in der folgenden Abbildung zu sehen. Um zu vermeiden, dass die Kurven nicht
übersichtlich sind, wurden in der Abbildung nur die Ergebnisse von vier Strahlbrei-
ten gezeigt.
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Abbildung 6.18.: Quadrupolares Signal im Frequenzbereich; σy = 7.5 mm, x = y =
0.
Schaut man sich das Bild in der obigen Abbildung an, stellt man fest, dass je höher
die horizontale Strahlbreite σx , desto höher das quadrupolare Signal im gesamten
simulierten Frequenzbereich wird. Weiterhin erkennt man, dass im Frequenzbe-
reich im Interesse der GSI, nämlich von 10 kHz bis 10 MHz, das Pick-up sich
kapazitiv verhält. Mit anderen Worten hängt das quadrupolare Signal in diesem
Bereich nicht von der Frequenz ab. Eine bessere Übersicht des Pick-up-Verhaltens
in dem vorhin erwähnten Frequenzbereich im Interesse der GSI ist in Abb. 6.19
dargestellt, wobei dort nur die relative Abweichung des quadrupolaren Signals von
dessen Wert bei 10 MHz gezeigt wurde. Der maximale Absolutwert der relativen
Abweichung vom Referenzwert (Ξ ( f = 10 MHz)) liegt unter 0.2%.
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Referenzwert
Abbildung 6.19.: Relative Abweichung des im Frequenzbereich im Interesse der GSI
simulierten quadrupolaren Signals Ξ von dem Wert von Ξ ( f = 10 MHz) ; σy/b
= 0.075, b = 100.3 mm, x = y = 0.
Das quadrupolare Signal bei der Frequenz 1 MHz, berechnet mit der difference
over sum-Methode, ist in nachfolgender Abbildung als Funktion von σx sowie der
horizontalen Strahlposition x dargestellt.
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PIC−Löser bei 1 MHz
elektrostatischer Löser





















(a) σy/b = 0.075, x = y = 0









PIC−Löser bei 1 MHz
elektrostatischer Löser




















(b) σx/b = 0.15, σy/b = 0.075, y/b = 0.05
Abbildung 6.20.: Oben : Simulationswerte von Ξ und die relative Abweichung der
PIC-Löser-Werte von den Werten aus dem elektrostatischen Löser als Funktion
von σx/σy , unten : Simulationswerte von Ξ und die relative Abweichung der
PIC-Löser-Werte von den Werten aus dem elektrostatischen Löser als Funktion
von x/b; b = 100.3 mm.
Das in der obenstehenden Abbildung dargestellte quadrupolare Signal Ξ wurde
gemäß Gl. (5.1) berechnet, nachdem die an den Elektroden induzierten Span-
nungen numerisch mit CST EMS bestimmt wurden. Anhand der Abb. 6.20 (a)
erkennt man eine sehr gute Übereinstimmung zwischen den PIC-Löser- und den
elektrostatischen Löser-Ergebnissen. Die maximale relative Abweichung von den
elektrostatischen Ergebnissen liegt bei ungefähr 0.22%, wie man auf dem rechten
Bild in derselben Abbildung sehen kann. Die Sensitivität des quadrupolaren Pick-up
wurde bei der Frequenz 1 MHz und wie im elektrostatischen Fall mit der Metho-
de der linearen Regression (R2 = 0.9974) bestimmt. Sie beträgt ungefähr 6.57 ×
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10−5/mm2, was einem Absolutwert der relativen Abweichung von der Sensitivität
aus dem elektrostatischen Löser von ca. 1.1% entspricht.
Das linke untere Bild in derselben Abbildung zeigt das quadrupolare Signal Ξ als
Funktion der horizontalen Strahlposition x/b. Auch da liegen die PIC- und ES-
Kurven sehr nah beieinander; die maximale relative Abweichung der PIC-Löser-
Ergebnisse von denen des elektrostatischen Lösers liegt dabei bei ungefähr 0.275%.
Nun zur Berechnung des quadrupolaren Moments im Frequenzbereich als Funktion
der Strahlablage bezüglich der modifizierte log ratio-Methode können die Gewich-
tungsfaktoren cx = 0.4719 und cy = 0.1177 sowie die Sensitivität Slog des Pick-up
gemäß dem log ratio-Verfahren, berechnet mit dem elektrostatischen Löser (siehe
Seiten 91 und 93), in den PIC-Löser übernommen werden. (σ2x − σ2y) würde
sich dann, similar wie im elektrostatischen Fall, als das Verhältnis des modifizierten
quadrupolaren Signals Ξmod im Frequenzbereich zu Slog berechnen lassen.
6.2.3 Shoe-Box BPM
Das in der untenstehenden Abbildung dargestellte Shoe-Box-Pick-up-Design [5]
wurde bis jetzt wie die in den Abschnitten 6.2.1 und 6.2.2 untersuchten Model-
le für die Bestimmung der transversalen Strahlposition verwendet.
Abbildung 6.21.: Shoe-Box-Design aus mehreren perspektivischen Ansichten.
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Dieses Modell soll nun als quadrupolares Pick-up untersucht werden, um heraus-
zufinden, ob eine Sensitivität dieses Modells zur Strahlbreite vorliegt. In Abb. 6.22
ist das ebenfalls mit der difference over sum-Methode simulierte quadrupolare Si-
gnal gemäß Gl. (5.1) als Funktion der Strahlbreite sowie der Strahlposition zu
sehen. Die Simulation wurde numerisch mit dem elektrostatischen Löser von CST
EMS durchgeführt; zur Modellierung des Strahls wurde analog wie bei den beiden
vorherigen Pick-ups ebenfalls ein elliptischer Zylinder benutzt.








(a) σy/b = 0.075










(b) σx/b = 0.15









(c) y = 0








(d) x = 0
Abbildung 6.22.: Oben : Ξ als Funktion der Strahlbreite, x = y = 0, unten : Ξ als
Funktion der Strahlposition, σx/b = σy/b = 0.05.
Betrachtet man Abb. 6.22, sieht man ganz deutlich, dass das gezeigte quadru-
polare Signal weder von der Strahldimension noch von der Strahlablage ab-
hängt. Mit anderen Worten kann man sagen, dass der sogenannte Shoe-Box-
Strahlpositionsmonitor nicht sensitiv gegenüber dem quadrupolaren Moment (σ2x−
σ2y) ist und demzufolge nicht als quadrupolares Pick-up benutzt werden kann. Den-
noch kann dieses Pick-up-Modell als hoch linearer Strahlpositionsmonitor benutzt
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werden, wie das in [5] ausführlich untersucht wurde und auch in der folgenden
Abbildung zu sehen ist.
















y/a = - 4/7
Abbildung 6.23.: Horizontales dipolares Signal∆x als Funktion von x/b; a = 35 mm,
b = 100 mm.
Das Diagramm zeigt das numerisch mit dem elektrostatischen Löser von CST EMS
erhaltene horizontale dipolare Signal∆x gemäß Gl. (6.9). a = 35 mm und b = 100






wobei UR und UL die induzierten Spannungen an den rechten und linken Elektro-
den bezeichnen. Betrachtet man die Abbildung 3 in [5], sieht man ganz deutlich,
dass das dort mit CST Microwave Studio bei der Frequenz 1 MHz berechnete dipo-
lare Signal mit dem hier elektrostatisch berechneten Signal sehr gut übereinstimmt.
6.3 Untersuchung des Frequenzverhaltens eines realen Verstärkers
Im Abschnitt 6.2.2 wurde das in Abb. 6.5 dargestellte Pick-up-Modell ohne äuße-
re Beschaltung simuliert. Da bei der modifizierte log ratio-Methode eine Gewich-
tung der dipolaren Signale mit den Faktoren cx und cy stattfindet, wurde mit dem
Netzwerksimulationsprogramm CST Design Studio [43] das Frequenzverhalten ei-
nes realen Verstärkers, dessen Verstärkungsgrad gleich cx bzw. cy ist, untersucht.
Es handelt sich bei diesem Verstärker um den Operationsverstärker AD8475 [58]
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mit einem Verstärkungsgrad von 0.4. Dieser wurde sowohl für die Bestimmung
der dipolaren Signale (Differenz der Signale der gegenüberliegenden Elektroden)
als auch für deren Gewichtung verwendet. Ein Spice-Modell dieses OP-Verstärkers,
welches in der folgenden Abbildung zu sehen ist, wurde von der Website des Her-
stellers (Analog Devices) heruntergeladen und in CST Design Studio importiert.
Abbildung 6.24.: Spice-Modell des OP-Verstärkers AD8475.
Die detaillierte Funktionsweise dieses Verstärkers wird in [58] ausführlich beschrie-
ben. Die Gesamtschaltung aus CST Design Studio ist in der untenstehenden Abbil-
dung veranschaulicht.
Abbildung 6.25.: Gesamtschaltung aus CST Design Studio; VS = 5 V, VOCM = 2.5 V,
RL = 1 kΩ.
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Als Eingangsspannungen wurden die mit dem PIC-Löser erhaltenen Ausgangsspan-
nungssignale UR und UL , welche für die Strahlposition x/b = 0.05 und y/b =
0 berechnet wurden, in die Ports 1 bzw. 2 importiert. Da für dieses Beispiel die
vertikale Ablage des Strahls gleich Null war, gab es dementsprechend nur eine Ge-
wichtung des horizontalen dipolaren Signals. Die horizontalen Ausgangssignale an
den Elektrode R und L (siehe Abb. 6.5) sind in der obigen Abbildung durch die Ports
1 bzw. 2 gekennzeichnet. Zur Berechnung der Spannungssignale am Ausgang des
Verstärkers wurde eine differential Probe P1 an den Klemmen des Abschlusswider-
standes RL = 10 kΩ definiert. Dieses Ausgangssignal am Widerstand RL entspricht
dem Term cx(UR−UL) in Gl. (5.23). Das quadrupolare Signal gemäß der modifizier-
te log ratio-Methode lässt sich analog wie in den vorherigen Abschnitten berechnen,
nachdem das Ausgangsspannungssignal am RL zu dem Eingangssignal U1 addiert
und von dem Eingangssignal U2 am Port 2 abgezogen wurde. Die folgende Abbil-
dung zeigt das aus der Schaltung in Abb. 6.25 erhaltene quadrupolare Signal Ξmod
in einem Frequenzbereich von 0 bis 200 MHz.















Design Studio (G = 0.4)



















Abbildung 6.26.: Links : quadrupolares Signal bezüglich der modifizierte log ratio -
Methode; rechts : relative Abweichung des Signals aus CST Design Studio von
dem aus dem PIC-Löser.
Schaut man die obige Abbildung an, erkennt man, dass im Frequenzbereich bis ca.
100 MHz eine sehr gute Übereinstimmung zwischen den beiden Kurven vorliegt,
mit einer maximalen relativen Abweichung von dem Signal aus dem PIC-Löser klei-
ner als 0.005%. Dies lässt sich durch den Verstärkungsgrad G des OP-Verstärkers
erklären, denn laut dessen Datenblatt [58] erfolgt eine Verstärkung von 0.4 (- 7.96
dB) in einem Frequenzbereich bis ungefähr 100 MHz, wie man auch in Abb. 6.27
sehen kann. Der Verstärkungsgrad G des OPVs, dargestellt in der folgenden Ab-
bildung, wurde ebenfalls mit CST Design Studio und stimmt mit dem auf dem
Datenblatt vollständig überein.
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Abbildung 6.27.: Verstärkungsgrad G des benutzen OP-Verstärkers AD8475 als
Funktion der Frequenz, erhalten mit CST Design Studio; VS = 5 V, VOCM = 2.5
V, RL = 1 kΩ.
In diesem Abschnitt wurde mit dem Netzwerksimulator CST Design Studio der
Einfluss eines realen OP-Verstärkers mit einem Gewinn G = 0.4, welcher äquivalent
zum Gewichtungsfaktor cx in Abb. 5.1 ist, auf das quadrupolare Signal untersucht.
Die Simulation mit dem OPV AD8475 war nur ein Beispiel, um zu zeigen, wie die
im Abschnitt 5.2 eingeführten Gewichtungsfaktoren cx und cy praktisch realisiert
werden können. Die Auswahl eines geeigneten Verstärkers hängt von mehreren
Parametern ab, unter anderem dem Frequenzbereich, in dem das quadrupolare
Signal gemessen werden soll, den Werten der Gewichtungsfaktoren cx und cy , den
Werten der Ausgangsspannungen an allen vier Elektroden, usw..
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7 Zusammenfassung und Ausblick
7.1 Zusammenfassung
In dieser Arbeit wurde eine Methode zur Berechnung des quadrupolaren Moments
(σ2x−σ2y) eines elektrisch geladenen Teilchenstrahls entwickelt und modifizierte log
ratio genannt. Es handelt sich bei diesem Verfahren darum, ausgehend von der tra-
ditionellen log ratio-Methode und durch bestimmte Ausgangssignalkombinationen
den Anteil der Strahlposition im quadrupolaren Signal und folglich im quadrupola-
ren Moment zu reduzieren. Eine bildliche Beschreibung der Methode ist in Abb. 5.1
veranschaulicht, wobei cx und cy die Gewichtungsfaktoren der dipolaren Signale
in horizontaler bzw. vertikaler Ebene bezeichnen.
Analytische Untersuchungen zu diesem entwickelten Verfahren wurden im Ab-
schnitt 5.2 des Kapitels 5 durchgeführt. Die daraus entstandenen Ergebnisse haben
gezeigt, dass im untersuchten Bereich der auf dem Pick-up-Radius b normierten
Strahlposition bis 0.15, die modifizierte log ratio im Vergleich zu den üblichen Si-
gnalverarbeitungsmethoden, nämlich der difference over sum und der log ratio, eine
Strahlelliptizität mit der geringsten Abhängigkeit von der Strahlablage liefert, wie
man in den Abbildungen 5.9 und 5.11 sehen kann. Dies lässt sich dadurch erklären,
dass je höher x bzw. y wird, desto höher der Anteil des vierten Ordnungsterms bei
der Bestimmung von σ2x −σ2y gemäß den üblichen Methoden wird. Bei der modifi-
zierte log ratio-Methode hingegen kann durch die Variation von cx und cy der Anteil
des vierten Ordnungsterms beeinflusst werden, da dieser (vierter Ordnungsterm)
auch von diesen Gewichtungsfaktoren abhängt. Der entscheidende Vorteil dieser
Methode liegt darin, dass man frei wählbare Bereiche der Strahlposition durch ge-
eignete Gewichtungsfaktoren cx und cy optimieren kann.
Numerische Untersuchungen mit dem elektrostatischen Löser des 3D Feldsimula-
tors CST EMS wurden ebenfalls durchgeführt. Zunächst wurde ein symmetrisches
quadrupolares Pick-up mit den gleichen Parametern wie bei den analytischen Un-
tersuchungen simuliert und die dabei herausgekommenen Ergebnisse stimmten
vollständig mit denen der analytischen Berechnungen überein. Des Weiteren wurde
das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren auch an einem asymmetrischen Pick-up-
Design ebenfalls mit dem erwähnten elektrostatischen Löser getestet, wobei die
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Gewichtungsfaktoren nicht analytisch, sondern numerisch bestimmt wurden. Aus
den Simulationsergebnissen dieser beiden Pick-up-Arten, wurde festgestellt, dass
die modifizierte log ratio-Methode Ergebnisse mit der geringsten Abhängigkeit von
der Strahlposition liefert. Bei der asymmetrischen Pick-up-Struktur zum Beispiel
ergab sich bei der modifizierte log ratio-Methode eine maximale relative Abwei-
chung des berechneten quadrupolaren Moments vom idealen Wert von ungefähr
5%, während diese bei den traditionellen Verfahren ca. 13% betrug (siehe Abb.
6.10). Aufgrund ihrer geringeren Abhängigkeit von der Strahlposition kann diese
Methode in der Praxis zur Bestimmung der transversalen Strahlemittanz sehr gut
geeignet sein.
Alle Simulationen bezüglich des modifizierte log ratio-Verfahrens wurden bis jetzt
ohne äußere Beschaltung durchgeführt, d.h. die Verstärker mit den Faktoren cx und
cy wurden ideal betrachtet. Nun wurde im Abschnitt 6.3 der asymmetrische Strahl-
positionsmonitor mit einem äußeren Operationsverstärker vom Typ AD8475 [58]
beschaltet, um den Effekt von dessen Rauschsignalen auf die Ergebnisse zu untersu-
chen. Dieser OP-Verstärker hat einen Verstärkungsgrad G von 0.4 und konnte daher
gleichzeitig zur Differenzbildung der Signale der gegenüberliegenden horizontalen
Elektroden und zur Gewichtung des aus dieser Differenzbildung entstandenen Si-
gnals (mit G = cx) eingesetzt werden. Das mit CST Design Studio simulierte Design
lieferte Ergebnisse, die mit denen ohne äußere Beschaltung (PIC-Löser-Ergebnisse)
sehr gut übereinstimmten, denn der maximale relative Fehler im Frequenzbereich
bis ca. 100 MHz lag bei ungefähr 0.005%.
Weiterhin wurde im Anhang A.3 die in dieser Arbeit entwickelte Methode an ei-
nem magnetischen Pick-up-Design getestet und deren Ergebnisse wurden ebenfalls
mit denen traditioneller Methoden verglichen. Auch bei dieser Pick-up-Art lieferte
die modifizierte log ratio bessere Ergebnisse als die üblichen Verfahren, wie man in
Abb. A.6 sehen kann.
Im zweiten Teil dieser Arbeit wurden zwei Pick-up-Modelle, nämlich das asymme-
trische Pick-up [4] im GSI SIS-18 und das sogenannte Shoe-Box [5], numerisch
mit CST EMS und CST PS untersucht. Diese beiden Strukturen wurden bis jetzt,
wie bereits in der Einleitung erwähnt, zur Bestimmung der Strahlablage benutzt
und dafür konstruiert und würden in Zukunft auch als quadrupolare Pick-ups zur
Beobachtung der Schwingungen der Strahlbreite eingesetzt werden. Da für den
typischen SIS-18-Betrieb der Strahl lang gegenüber den Abmessungen der Mess-
elektroden der zu untersuchenden Pick-ups ist, wurden diese (Pick-ups) zunächst
elektrostatisch mit dem elektrostatischen Löser von CST EMS simuliert, um zu se-
hen, ob sie überhaupt sensitiv in Bezug auf die Strahldimension sind. Der entschei-
dende Vorteil dieses Lösers gegenüber dem PIC-Löser von CST PS ist die wesentlich
geringere Simulationszeit.
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Zur Modellierung des Strahls wurde ein elliptischer Zylinder der Materie PEC (Per-
fect Electric Conductor) verwendet und ein Potential von 1 V wurde auf dessen
Oberfläche angelegt. Die transversalen Dimensionen des Strahls variierten im Be-
reich 7.5 mm ≤ σx ≤ 25 mm, 5 mm ≤ σy ≤ 15 mm und die Strahlablage in beiden
transversalen Ebenen im Bereich zwischen 0 und 10 mm. Die Simulationsergebnis-
se dieser beiden Strukturen haben gezeigt, dass das asymmetrische Modell sensitiv
gegenüber den untersuchten Strahlbreiten ist und dessen Sensitivität S = 6.65 ×
10−5 (1/mm2) wurde mit der Methode der linearen Regression mit einem Determi-
nationskoeffizient R2 von 0.997 berechnet. Was die Shoe-Box-Struktur angeht, so
wurde ebenfalls anhand der Ergebnisse der Simulation festgestellt, dass sie nicht
sensitiv gegenüber den untersuchten Strahldimensionen ist und dementsprechend
nicht als quadrupolares Pick-up verwendet werden kann.
Da sich das mit dem elektrostatischen Löser simulierte asymmetrische Pick-up-
Modell als sensitiv und sogar linear gegenüber dem Quadrupolmoment des Strahls
erwiesen hatte, wurde es dann mit dem PIC-Löser simuliert, um dessen Frequenz-
verhalten zu untersuchen. Dabei stellte sich heraus, dass das Pick-up im Frequenz-
bereich im Interesse der GSI, nämlich 10 kHz · · · · · · 10 MHz, ein kapazitives Ver-
halten mit einem maximalen Absolutwert der relativen Abweichung des in die-
sem Frequenzbereich simulierten quadrupolaren Signals Ξ von dem Wert von Ξ
( f = 10 MHz) unter 0.2% aufweist. Mit anderen Worten kann man sagen, dass
das quadrupolare Signal im erwähnten Frequenzbereich konstant ist. Wie beim
elektrostatischen Löser wurde auch beim PIC-Löser das quadrupolare Signal bei
der Frequenz 1 MHz als Funktion der Strahldimension dargestellt. Eine sehr gu-
te Übereinstimmung mit den elektrostatischen Ergebnissen lag vor, wie man in
Abb. 6.20 sehen kann. Die maximale relative Abweichung von den elektrostati-
schen Löser-Ergebnissen lag bei ungefähr 0.22%. Dies lässt sich dadurch erklären,
dass das quadrupolare Signal bei 1 MHz bestimmt wurde, was einer Freiraum-
wellenlänge von 300 m entspricht und viel größer als die Elektrodenlänge ist. Die
Pick-up-Sensitivität wurde ebenfalls mit dem PIC-Löser bei der Frequenz 1 MHz
berechnet und beträgt 6.57 × 10−5 (1/mm2); sie weicht um ca. 1.1% von dem
Wert des elektrostatischen Lösers ab. Ist diese berechnete Sensitivität groß genug,
um mit diesem Pick-up in der Praxis quadrupolare Signale beobachten zu können?
Diese Frage lässt sich bejahen, denn entsprechende Messungen wurden bei der GSI
durchgeführt und quadrupolare Signale konnten tatsächlich beobachtet werden,
wie man in [10] sehen kann.
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7.2 Ausblick
Die in dieser Arbeit entwickelte Methode wurde sowohl analytisch als auch nume-
risch mit CST EMS und CST PS untersucht. Dennoch wurden alle Ausgangssignale
der Elektroden ideal verarbeitet, d.h. ohne Berücksichtigung der äußeren elektro-
nischen Bauteile des log ratio-Verfahrens, wie zum Beispiel der niederfrequente
Filter, um nur Frequenzanteile von Interesse durchzulassen, der reelle logarithmi-
sche Verstärker, das Übertragungskabel von den Elektroden bis zum Netzwerkana-
lysator usw.. Die komplette Untersuchung der Einflüsse, die diese elektronischen
Teile auf die bisherigen Simulationsergebnisse haben könnten, bzw. die praktische




A.1 Sensitivitätsberechnung mit der Methode der linearen Regression
A.1.1 Quadrupolare Sensitivität
Alle im Kapitel 6 angegebenen Sensitivitäten wurden mit Hilfe der Methode der
linearen Regression (Methode der Kleinsten Quadrate) berechnet. Die allgemeine
Gleichung der gefitteten Kurve des quadrupolaren Signals sieht folgendermaßen
aus:
Ξ = a1 · (σ
2
x −σ2y) + a2 , (A.1)
wobei a1 und a2 die zu bestimmenden Koeffizienten sind. Diese wurden mithilfe
einer Matlab-Funktion namens Polyfit [64] bestimmt.
Für das asymmetrische Pick-up-Modell, dargestellt in Abb. 6.5, zum Beispiel erga-
ben sich für die simulierten Werte von σx einen Wert von a1 = 6.65 × 10−5/mm2
und a2 = - 0.3072. Die folgende Abbildung zeigt die Simulationswerte von Ξ be-
züglich der difference over sum- Methode sowie die an diese Werte gefittete Kurve.












Abbildung A.1.: Gefittetes quadrupolares Signal aus dem asymmetrischen Pick-up-
Modell als Funktion von σx/σy ; σy = 7.5 mm, x = y = 0.
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Anhand dieser Abbildung sieht man deutlich, dass alle durch die blaue Farbe ge-
kennzeichneten Simulationswerte auf der gefitteten Kurve liegen; der Regressions-
koeffizient R2 beträgt dabei 0.997. Die quadrupolare Sensitivität der in Abb. 6.1
dargestellten symmetrischen Struktur wurde ähnlich wie die der asymmetrischen
Struktur bestimmt. Die Koeffizienten a1 und a2 betragen jeweils 7.17 × 10−5/mm2
und 5.6 × 10−5. Die folgende Abbildung zeigt die gefittete Kurve sowie die Ξ-Werte
der simulierten Strahlbreiten σx aus dem untersuchten symmetrischen Design.










Abbildung A.2.: Gefittetes quadrupolares Signal aus dem symmetrischen Pick-up-
Modell als Funktion von σx/σy ; σy/b = 0.075, b = 70 mm, x = y = 0.
A.1.2 Dipolare Sensitivität
Zur Berechnung der dipolaren Sensitivität wurden folgende Gleichungen als Glei-
chungen der gefitteten Kurve verwendet:
∆x = a1x · x + a2x ,
∆y = a1y · y + a2y .
(A.2)
Betrachtet man Gl. (5.5) sieht man, dass bei der Bestimmung des dipolaren Signals
∆x der sextupolare Term z3x vorhanden ist. Da dieser dritte Ordnungsterm auch
von σ2x - σ
2
y abhängt, wie man in Gl. (4.2) sehen kann, wurde bei der Simulation
ein runder Strahl (σx = σy = 0.075 · b) verwendet, um den Einfluss von z3x so
klein wie möglich zu halten. Die untenstehende Abbildung zeigt die durch die blaue
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Farbe gekennzeichneten Simulationswerte von ∆x sowie die daraus entstandene
gefittete Kurve.











Abbildung A.3.: Gefittetes horizontales dipolares Signal aus dem symmetrischen
Pick-up-Modell als Funktion von x/b; y = 0, σx/b = σy/b = 0.075, b = 70 mm.
Anhand der obigen Abbildung ist deutlich festzustellen, dass im untersuchten Be-
reich der horizontalen Strahlablage die ∆x -Werte aus der Simulation mit der gefit-
teten Linie sehr gut zueinander passen. Aus dem Fitting ergaben sich a1x = 1.71× 10−2/mm, a2x = 7.55 × 10−5 und R2 = 1. Aufgrund der Symmetrie der Anord-
nung sind die Koeffizienten a1y und a2y des vertikalen dipolaren Signals ∆y gleich
denen des horizontalen Signals ∆x .
Die dipolaren Sensitivitäten des asymmetrischen Designs lassen sich ähnlich wie die
des symmetrischen Modells bestimmen. Die folgende Abbildung zeigt die gefitteten
horizontale und vertikale dipolaren Signale.
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Abbildung A.4.: Gefittete dipolare Signale aus dem asymmetrischen Pick-up-Modell;
σx/b = σy/b = 0.075, b = 100.3 mm; oben : ∆x als Funktion von x/b, y = 0;
unten :∆y als Funktion von y/b, x = 0.
Aus dem Fitting ergaben sich folgende Werte der Koeffizienten in Gl. (A.2):
a1x = 1.22× 10−2/mm ,
a2x = −1.78× 10−4 ,
a1y = 1.98× 10−2/mm ,
a2y = 3.37× 10−4 .
(A.3)
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Die Sensitivitäten der beiden Pick-up-Arten bezüglich der log ratio-Methode lassen
sich analog wie die der difference over sum-Methode berechnen.
A.2 Numerische Berechnung der Gewichtungsfaktoren
Dieser Abschnitt widmet sich der numerischen Berechnung der Verstärkungsfakto-
ren cx und cy . Diese wurden für eine Strahlbreite von σx/b = 0.15 und σy/b =
0.075, und in einem Bereich der Strahlablage zwischen 10% und 15% des Pick-up-
Radius b durchgeführt. Für jeden Wert von x/b zum Beispiel wurde mit dem elek-
trostatischen Löser von CST EM Studio ein Parameter-Sweep bzw. -Optimierung
von cx in einem Bereich um den Wert des mit Gl. (5.37) analytisch berechneten cx
durchgeführt, bis das quadrupolare Moment gemäß Gl. (5.31) gleich (152 - 7.52)
mm2 wird. Mit anderen Worten wurde ein Parameter-Sweep von cx durchgeführt,
bis der Term P in Gl. (5.33) verschwindet. Dabei ist zu beachten, dass bei der Be-
stimmung des horizontalen Verstärkungsfaktors die vertikale Strahlposition y zu
Null gesetzt wurde. Für das symmetrische Pick-up-Modell in Abb. 6.1 zum Beispiel








Tabelle A.1.: cx -Werte aus dem simulierten symmetrischen Pick-up-Design in Abb.
6.1.
Der optimierte horizontale Gewichtungsfaktor cx = 0.2017 wurde dann als der
arithmetische Wert all dieser cx -Werte in der oberen Tabelle festgelegt.
Der vertikale Dämpfungsfaktor lässt sich analog berechnen. Dabei wurde x zu Null
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Tabelle A.2.: cy -Werte aus dem simulierten symmetrischen Pick-up-Design in Abb.
6.1.
Der optimierte Wert von cy = 0.2066 wurde analog wie der von cx erhalten.
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A.3 Anwendung der modifizierte log ratio -Methode auf ein magnetisches
Pick-up
A.3.1 Analytische Berechnung des quadrupolaren Signals bzw. Moments
Zunächst betrachten wir nochmal die gesamte magnetische Induktion ~Bges [6],




























































































~eϑ + · · ·
 .
(A.4)
Anhand der obigen Gleichung ist deutlich zu erkennen, dass die zu messende Größe
(σ2x − σ2y) sowohl in der azimutalen Bϑ als auch in der radialen Komponente Br
steckt. Das quadrupolare Signal bzw. das quadrupolare Moment wird hier via die













Abbildung A.5.: Magnetisches Pick-up-Design zur Einkopplung von Bϑ.
Die in der rechten Leiterschleife R induzierte elektrische Spannung UmR wird im
Folgenden berechnet und daraus werden die anderen Spannungen abgeleitet:
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• Elektrode R : ϑ = 0o
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• Elektrode T : ϑ = 90o







1 + p1y − p2 − p3y + · · ·
i
. (A.6)
• Elektrode L : ϑ = 180o







1 − p1x + p2 − p3x + · · ·
i
. (A.7)
• Elektrode B : ϑ = 270o

































































































Schaut man nun die Gleichungen (A.5), (A.6), (A.7) und (A.8) an, stellt man fest,
dass sich das normierte quadrupolare Signal Ξ analog zu dem bei den in Kapitel 5















σ2x − σ2y + x2 − y2




























= p1x + p3x = S
m
∆x






















= p1y − p3y = Sm∆y · y − p3y .
(A.11)
mit Sm∆x = S
m
∆y
aufgrund der Symmetrie der Anordnung.
Das quadrupolare Moment (σ2x −σ2y) kann wie bei den elektrostatischen Pick-up-
Modellen erst bestimmt werden, nachdem die Strahlposition aus den dipolaren

























σ2x − σ2y +
1 − (Sm∆x ,y )2
4 Sm∆/Σ






Die dipolaren Signalen können wie folgt bestimmt werden:






















































Das quadrupolare Moment und das quadrupolare Signal Ξmmod wurden ähnlich wie





Die Gewichtungsfaktoren cmx und c
m













Für einen Wert von r1 = 62 mm und r2 = 100 mm zum Beispiel ergeben sich
gemäß Gl. (A.17) die Gewichtungsfaktoren cmx = c
m
y = c
m = 0.446 und -1.446.
A.3.2 Vergleich der Signalverarbeitungsmethoden
Die folgende Abbildung zeigt das mit Matlab geplottete quadrupolare Moment ge-
mäß Gln. (A.12), (A.15) und (A.16). Für die modifizierte log ratio-Methode wurden
die Gewichtungsfaktoren, ähnlich wie bei den elektrostatischen Pick-ups, in einem
Bereich von (x/r1, y/r1) zwischen 0.1 und 0.15 optmiert. Aus dieser Optimierung
ergaben sich cx ≈ 0.42 und cy ≈ 0.46.
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(a) y = 0













































(b) y/r1 = 0.05













































(c) y/r1 = 0.075
129













































(d) y/r1 = 0.1













































(e) y/r1 = 0.125













































(f) y/r1 = 0.15
Abbildung A.6.: Links : (σ2x −σ2y )/r21 als Funktion von x/r1, rechts : Absolutwert der
relativen Abweichung des berechneten quadrupolaren Moments vom idealen






partielle Ableitung nach der Variablen x
d
dx
totale Ableitung nach der Variablen x
~a ·~b Skalarprodukt der Vektoren ~a und ~b













µ0 magnetische Permeabilität im Vakuum
V elektrisches Potential
En, Et Normal- bzw. Tangentialkomponente des elektrischen Fel-
des




UR elektrische Spannung am Ausgang der rechten Elektrode
VR elektrisches Potential auf der rechten Elektrode
UT elektrische Spannung am Ausgang der oberen Elektrode
VT elektrisches Potential auf der oberen Elektrode
131
UL elektrische Spannung am Ausgang der linken Elektrode
VL elektrisches Potential auf der linken Elektrode
UB elektrische Spannung am Ausgang der unteren Elektrode
VB elektrisches Potential auf der unteren Elektrode
I elektrischer Strom
Ξ quadrupolares Signal
σx RMS-Halbbreite des Strahls in der transversalen x-Richtung
σy RMS-Halbbreite des Strahls in der transversalen y-Richtung
σz RMS-Halbbreite des Strahls in der longitudinalen z-Rich-
tung
Slog Sensitivität des quadrupolaren Pick-up gemäß der log ratio-
Methode
S∆/Σ Sensitivität des quadrupolaren Pick-up gemäß der difference
over sum-Methode
∆x dipolares Signal in x-Richtung
∆y dipolares Signal in y-Richtung
S∆x Sensitivität (in x-Richtung) des dipolaren Pick-up gemäß
der difference over sum-Methode
S∆y Sensitivität (in y-Richtung) des dipolaren Pick-up gemäß
der difference over sum-Methode
Dx Dispersion-Funktion in der x-Ebene
Dy Dispersion-Funktion in der y-Ebene
βx Betatronfunktion in der x-Ebene
βy Betatronfunktion in der y-Ebene
εx Emittanz in der x-Ebene
εy Emittanz in der y-Ebene
t Zeit
f Frequenz


























GSI GSI Helmholtzzentrum für Schwerionenforschung GmbH
HF Hochfrequenz
LINAC Linear accelerator (Deutsch: Linearbeschleuniger)
PIC Particle-In-Cell
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